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Vorrede. 



JJieses Biich soll einen doppelten Zweck erfüllen. Es soll 
erstens den Leaer mit den Vorstellungen, Problemen und Resultaten 
eines neuen Gebietes der Geometrie vertraiit machen, in welchem 
man, unter Verziciitleistung auf die eigentliche Construction der 
Gebilde, nur zu berechnen trachtet, wieviel Gebilde von bestimmter 
Definition gewisse gegebene Bedingungen erfüllen, um dadurch einer- 
seits der analytisch- geometrischen Forschung wichtige Vorarheiten 
und Fragestellungen zu liefern, andererseits die Eigenschaften des 
Raumes in einem neuen Lichte erscheiaen zu lassen. Welch' einen 
fruchtbaren Boden dieses seit kaum 15 Jahren erschlossene Gebiet 
besitzt, zeigt am besten der ümfai^ des Capitels „Abzählende 
Geometrie" im Jahrbuche üher die Fortschritte der Mathematik 
(VIII, 5 C). Das Buch soll aber auch zweitens die Handhabung 
eines eigenthümlichen Kalküls lehren, durch welchen man im Stande 
ist, auf leichte und naturgemässe Weise eine grosse Menge auch 
von solchen geometrischen Anzahlen und Beziehungen zwischen 
Singularitätenzahlen zu bestimmen, welche die mit den Mitteln der 
moderjien Algebra operirende Methode der neueren analytischen 
Geometrie entweder nur unter grossen Elimioations Schwierigkeiten 
oder Oberhaupt nicht zu berechnen vermocht hat. Wenn daher das 
vorliegende Buch zu einigen Capiteln der grossen Werke von Sal- 
mon-Fiedler und Clebsch-Lindemann einige Ergänzungen hin- 
zufügen sollte, so würde der Verfasser darin den schönsten Lohn 
für die Mühen der Redaction finden. 

In den ersten drei Abschnitten habe ich den didaktischen Zweck 
vornehmlich im Auge gehabt und alle Definitionen, Sätze imd For- 
meln durch einfache und complicirte, bekajinte und neue Beispiele 
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IV Vonrede. 

uud Anweiiduiigen erJäiitert. Gegenüber meinen früheren Äbhand- 
Ivmgen auf dem Gebiete des Abzählungskalküls in den „G-ottiiiger 
Nachrichten" imd „Mathematischen Ämialen" giebt das Buch tbeils 
eine consequentere Durchführung der Methode, tbeils auch manche 
noch nicht publicirte Untersuchungen. Zu den letzteren gehören 
namentlich die Berechnung der Anzahlen für die Baumcurve dritter 
Ordnung, die Charakteristikentbeorie mehrerer aus Punkten, Strah- 
len und Ebenen zusammengesetzter Gebilde nebst Anwendungen, 
und die Bestimmung gewisser, noch nicht studirter Singularitäten 
auf dem Schnitt zweier Liniencomplexe, Auf die hinten angefügten 
„ Liter aturbemerkmigen" ist im Texte durch das Zeichen „Lit." hin- 
gewiesen. Auf die Lifceraturbemerkungen folgt noch ein Wort- 
register und ein Antoronregister. 

Für ein erstes, weniger eir^ehendes Studium des Buches kÖiuien 
etwa folgende Paragraphen übergangen werden; §§ 11, 16 bis 18, 
23 bis 32, und wohl auch §§ 34 bis 30 und 41 bis 44. 

Zum Schluss möchte ich noch dem Gefühle des Dankes für 
die wohlwollende Anregung Ausdruck verleiben, welche mir in den 
letzten Jahren durch den Briefwechsel mit mehreren Mathematikern, 
namentlich mit den Herren Zeuthen, Sturm, Klein, Voss, Ilal- 
phen, Hirst zu Theil wurde und welche mir die Freude am wissen- 
schaftlichen Arbeiten, insbesondere an der Abfassung dieses Buches, 
wesentlich erhöht hat. Ferner fühle ich mich verpflichtet, sowohl 
den Herren Lazarus in Hamburg und Hurwitz in München für 
ihre bereitwillige Hilfe hei der Correctur, wie auch dem Herrn 
Verleger für die sorgfältige Ausstattung des Buches meinen Dank 
auszusprechen. 

Hamburg, im Juli 1879. 

Hernianu Schubert 
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Erster Abschnitt. 
Die Symbolik der Bedingungen. 



§1. 
Die Constantenzalil eines Gebildes. 

Das äusserlidie Ziel der ab zälil enden- Greometrie ist die Be- 
antwortung aller Fragen Ton folgender Pormi 

„Wieviel geometrische Gehüde von bestimmter JDefmitüm crßiUm 
gewisse gegehme Bedingungen?" 

Die Zahlen, welche diese Fragen beantworten, hängen also 
einerseits von der Natur der aufgestellten Definition, andererseits 
von der Natur der gegebenen Bedingungen ab. Wenn nun die De- 
finition für ein F genanntes Gebilde derartige Bestimmungen ent- 
hält, dass der Raum co" Individuen besitzt, vpelche diese Definition 
«■füllen, oder, was ganz dasselbe ist, daas die analytisch -geome- 
trische Darstellung dieses Gebildes F e wesentliche Constanten ent- 
hält , so soll c die ConstantensaM des Gebildes r oder seiner De- 
finition heiasen. 

Hiernach bedeutet der Ausspruch, dasa der (als Träger sei- 
ner Punkte aufgefaaate) Raum drei Dimensionen hat, nichts anderes, 
als dass der Punkt die Ooustantenzahl 3 hat. Die Oonatantenzalil 
der Ebene ist auch gleich 3, die des Strahles aber gleich 4. Ans 
diesen Oonstantenzahlen ergeben sich durch Addition die Constanten- 
zahlen aller aus einer endlichen AiisaM von Punkten, Ebenen mid 
Strahlen zusammengesetzten Gebilde. Beispielsweise ist die Con- 
stantenzahl 

1. eines Punktepaares gleich 2,3, also einer Strecke von be- 
stimmter Länge gleich 2.3—1; 

2. eines Dreiecks im Räume gleich 9, eines Dreiecks in fester 
Ebene gleich 6; 

3. eines räumlichen n-Ecks, d. h, eines Polyeders, welches n 
Ecken und mir Dreiecke zu Grenzflächen hat, gfeich 3.«; 

4. eines ebenen w-Ecka im Räume gleich 2.w-|-3; 

Suliubart, Ealklll dei Bbeahlendeu eeomelrie. 1 
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2 Erster Abschnitt. 

5. einer geraden Pimktgmppe, d. h. eines Gebildes, welches 
aus einem Strahle und n darauf liegenden Punkten besteht, gleich 4+ )*; 

6. eines Strahlbüaehels gleich 5; 

7. eines Gebildes, welches aus n in einem Strahlbüsehel liegenden 
Strahlen besteht, gleich 5 + «. 

8. Aus der in 3, für ein Dreieckspolyeder angegebenen Con- 
stantenzahl gelangt man sehr leicht zu der Conatantenzahl c eines 
beliebigm Pohjeäers. Ein solches habe e Ecken, /'Mäclien, /c Kanten. 
Man zerlege jedes, eine Fläche bildende n-Ect durch Ziehen von 
tt — 3 Diagonalen in n — 2 Dreiecke. Dann mögen auf den /"Flächen 
im Ganzen t^Dij^onalen zur Zerlegung erforderlich sein, und dürei- 
ecke entstehen. Dann ist S um f grösser als d, weil auf jeder 
Fläche ein Dreieck mehr entsteht, als Diagonalen zur Zerlegung 
nothwendig sind. Also ist: 

S = d + f. 
Ferner sind die 3 . S Seiten der S Dreiecke zum Theil die 
d Diagonalen, zum andern Theil die ÄKanten, jedoch so, daas jede 
der (^Diagonalen, und auch jede der 7ü Kanten steeimal als Drei- 
eiiksseite auftritt. Daher ist auch; 

dS = '2d+2k 
Aus beiden Gleichungen folgt: 

. d = 2h-Sf. 
Nun kann man ein Polyeder, welches zur Zerlegung der Flächeji 
in Dreiecke d Diagonalen erfordert, immer als ein Dreieckspolyeder 
ansehen, welches dahin specialisirt ist, dass an d Kanten der 
Neigungswinkel der zusammenstos senden Flächen den speciellen 
Werth von 180" bekommt. Also ist die Constantenzahl c eines be- 
liebigen Polyeders um ä kleiner als die eines Dreiecks]tolyedera von 
gleicher Eekenzahl e. Es ergiebt sieh also: 

c = 5.e — d, 
oder nach Substitution des oben abgeleiteten Werthns für ;/, 

c = S.e + 5.f~2k (Lit. 1), 
und ]iach Benutzung der Euler'schen Gleichnng: 

f+e = k+'2, 
das einfache Resultat 

€-k + G. 

Da es immer co", einander congi-uente Gebilde giebt, so ist 

nach dieser Formel ein Pok/ed^, abgesehen von seine}' Loge, durch 

ff&ioM so viele einfache Bedimgwigen hestmmit, wie die Zahl seiner 

Kanten heirägt. Treten noch weitere beschränkende Bestimmungen 
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Die Symbolik der Bedingungen. 3 

in die Definition des Polyeders, so wird die ConstantenKalil ent- 
sprechend vermindert, Z. B. ist die Oonstantenzahl eines Prisma- 
toids um 2 kleiner als seine Kantenzahl, weil zwei seiner Ebenen 
die specielle Lage von parallelen Ebenen baben. 

Den oben angegebenen Constantenzablen fügen wir noch einige 
hinKU, die aus der analytischen Geometrie bekannt sind. Es ist 
nämlich die Constantenzabl: 

9. einer in beliebiger Ebene gedachten Flanmtrve n'^' Ordnung, 
n'""' Klasse, mit d Doppelpnnliten, x Spitzen, <5' Doppeltaiigenten, 
x' Wende tangenten, 

c = 3 + |«(w + 3)-Ö-2x 
^3 + in' («' + 3) - d' - 2 k'; 

10. einer punktallgemeinen Fläche n*^ Grades 

c-K»+l)(» + 2)(» + 3)--li 

11. pines strahlenallgemeinen Lmiencomplexes w'"" drades 

c ^ -,\ (n + 1) (w + 2)^ (« + 3) - 1 (Lit. 2). 

§2, 
Die Bezeichming der Bertinguiigen. 

Die vei-achiedenen, einem Gebilde von bekaimter Definition 
auferlegten Bedingungen unterscheiden wir von einander durch 
Symbole (Buchstaben mit oder ohne Indices), Ist die Bedingmig 
gusammengesetBt, d. h. sagt sie nichts weiter aus, als dass mehrere 
Bedingungen mgleich erfüllt werden aollen, so ertheUen wir ihr als 
Symbol das Produkt* der Symbole der zusammensetzenden Be- 
dingungen, und nennen die letzteren ihre FaMoren. Zwei Beding- 
ungm y und b mit emamdei' tivulUpliciren, heisst demnach, diejenige 
zusammengesetzte Bediiigimg yz bilden, welche ausspricht, dass y 
und s migleich erfiillt werden sollen. Hieraus ei^ebt sich dann 
weiter, dass man unter der n**" Potenz einer Bedingung y diejenige 
zusammei^esetzte Bedingung zu verstehen hat, welche ausspricht, 
dass die Bedingung y »-mal erfüllt werden soll. Auch der Stimme* 
zweier Bedingimgen legen wir einen Simi bei. Zwei Bedingungen, 
y imd s addiren, heisst nämlicb, diejenige Bedingung y-k-s bilden, 
welche ausspricht, dass entweder y oder s erfiillt werden soll (liit, 3). 

* Man vergleiclio die Anwendung der Summe und des Produktes im Logib- 
kalkiil, k, B. in E. Sclirödev'R „Operationskreifi desLogikkalkiUs", Toubnor 1877. 
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4 Bieter Abschnitt. 

In der moderji.eii Auffassung der Geometrie betrachtet man a!w 
Rlomentarste Bausteine der Gebilde den Punkt, die Ebene und den 
Strahl, indem man den beiden letzteren gewissermasseii dasselbe 
Anrecht auf Uraprünglichkeit wie dem Punkte einräumt. Wir 
nemien deshalb diese drei Gebilde die drei Hav^idemmte des Baumes. 
Die einfachsten Gebilde^ welche der Punki erzeugt, sind die Ge- 
sammtheit: 

1. aller Punkte eines Strahles — Fiinktaxe, gerade Ihmh^eihe, 
Gerade; 

2. aller Punkte einer Ebene — Puj^ctfeid, Ebern; 

3. aller Punkte des Raumes — Pimhtraum, Bmim. 

Die einfachsten von der Ebme ei'zeugten Gebilde sind die Ge- 
sammtheit: 

1. aller durch einen Strahl gehenden Ebenen — Ehmmaxe, 
Ehenmhüschel, Gerade; 

2. aller durch einenPimkt gehenden Ebenen — Eixnenfmndel, PimM; 

3. aller Ebenen des Raumes — Ebenenramn, Itaum. 

Die einfachsten, von dem Strahle erzeugten Gebilde sind die 
Gesammtheit: 

1. aller durch einen Punkt in einer Ebene gehenden Strahlen — 
Sfy'ohlbüsehel; 

2 a. aller in einer Ebene liegenden Strahlen — StraJdenfeld, Ehme; 

2b. aller durch einen Rinkt gehenden Strahlen — St>-aläen- 
hmidel, Funkt; 

3. aller Strahlen, die einen Strahl sekiieiden — ■ Strahlmaxe, 
specieüer linearer Complesc, Gerade; 

4. aller Strahlen des Raumes — Strdlilenraiim , lia/um. 

Die eben genannten Gebilde nennen wir mit den Hauptelementen 
Kusammen, die 14 Grundgebilde des Raumes, im Anschluss an die 
in der Geometrie der Lage übliche Terminologie. 

Unter den einem Gebilde F aufericgbaren Bedingungen spielen 
die fundamentalste Rolle (lieGrundbedingtmgeiz; das sind Bedingungen, 
welche verlangen, dass irgend eui dem Gebilde F angehoriges 
Hauptelement in einem gegebenen Grundgebilde liegen soll. Bei- 
spielsweise ist für eine Raumcurve die Bedingung, eine gegebene 
Gerade zu schneiden, eine Grundbedingung, weil sie verlangt, dass 
irgend ein der Raumcurve angehöriger Punkt auf einer gegebenen 
geraden Punktreihe liegen soll. Jedes der oben angeführten 14 
Grundgebilde giebt Veranlassung zu einer Grundbedingung. Von 
diesen werden drei immer erfüllt, nämlich diejenigen, welche nur 
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aiiöspreclieii, daas eins der drei Hauptelemeiite dem Kiiiiiiie iuijfeliiH'eu 
Holl. Für die übrigen 11 Grimdbedingimgen führen wir feste Symbole 
ein, die in den folgenden Abschnitten fortwillirend bemitat 
worden. 

I. Ist ein Pnnbt mit f bezeiclmet, so bedeutet: 

1. dasselbe Symbol ^ auch die Bedingimg, dass dieser Punkl 
j) auf einer gegebenen Ebene liegen soll; 

2. das Symbol Pg die Bedingung, dass der Punlit p auf 
einer gegebenen Geraden liegen soll; 

3. das Symbol P die Bedingung, dass der Punkt p gegeben 
sein soll. 

II. Ist eine Ebene e genannt, so' bezeichnet: 

1. dasselbe Symbol caucl^die Bedingung, dass die Ebeue 
e durch einen gegebenen Pimlft gehen soll; 

2. das Symbol e^ die Bedingung, dass die Ebene e durch 
eine gegebene Gerade gehen soll; 

3. das Symbol E die Bedingung, dass die Ebene e gegebeii 
sein soll. 

III. Ist ein Strahl g geuamit, so bedeutet: 

1. dasselbe Symbol g auch die Bedingmig, dass der Stvtihl 
g eine gegebene Gerade schneiden soll; 

2a. das Symbol ge die Bedingung, dass der Strahl g in einer 
gegebenen Ebene liegen soll; 

Üb, das Symbol gp die Bedii^ung, dass der Strahl g durch 
einen gegebenen Pmibt gehen soll; 

3. das Symbol g^ die Bedingung, dass der Strahl g einem 
gegebenen StraUenbUschel angehören soll; 

4. das Symbol G die Bedingung, dass der Strabl g gegeben 
sein soll. 

Hiernach bedeuten z, B, (?*, dass der Strahl g jede von zwei 
gegebenen Geraden schneiden soll, ÄÄ,,, dass ein h genannter Stralil 
sowohl irgend eine gegebene G«rade schneiden, wie auch durch 
irgend einen gegebenen Punkt gehen soll. 

Die Grundbedingungen gehören zu den rÖAvmlidim Bedingungen, 
d. h, solchen, die nothwendig eine Bestimmung enthalten, welche 
die Lage des untersuchten Gebildes f au einem als gegeben be- 
trachteten Gebilde I" angiebt. Diejenigen Bedingungen, welche 
frei Ton einer solchen Bestimmung sind, wollen wir invariante 
nennen. Eine invariante Bedingui^ spricht man z. B. aus, wenn 
man von einem Punktepaar verlai^t, dass seine beiden Punkte un- 
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eucllieh nahe liegen, odei', weim man von einer pnnktallgt 
definii-ten Plancui-ve verlangt, dass sie einen Doppelpunkt besitze, 
oder dass zwei ihrer Wendepiuikte zusammenfallen. Tiii den in- 
vai'ianten Bedingungen gehören namentlich die im vierten Abschnitt 
behandelten Bedingungen, welche aussprechen, dass ein Gebilde in 
gewieser Weise verfallen oder überhaupt misartm soll. Zu den 
räumlichen Bedingungen gehören auch die metrischen Bedingungen, 
d. h, diejenigen, welche Über die Grösse etwas festsetzen, insofern, 
als sie eine besondere Lage zu emem festen Gebilde, nämlich dem 
iiiiendlich fernen, imaginären Kugelkreise aussprechen. Metrisclie 
Bedii^imgen sind z. B. in § 4, Beispiel 5 und 6, § 39, Anwen- 
dung V, § 33, Nr. 28 behandelt. Ferner hat Chasles in vielen A.b- 
handhuigen der „Gomptes veai^us" (Lit. 3 a) Anzahlbestimmungeu 
für metiisehe Bedingungen gemacht, z. B, für die Bedingung der 
Gleichheit zweier auf einem Strahle durch Plancurven aitsgesclinitte- 
nen Strecken. 

Bei der Anwendung der eingeführten Bedingiuigasyiubolik be- 
achte man namentlich Folgendes: 

1. Die Bedingung, welche ausspricht, dass zwei von einander 
abhängige Bedingungen erfiillt werden sollen, ist nicht etwa als auM 
diesen msatmnmgesetst aufzufassen und wird demgemäss auch im All- 
gemeinen nicht vrie ein l^oduüct bezeichnet, sondern erhält als eiuaelne 
Bedingmag ein besonderes Symbol. Eine solche Bedhigung ei-ttlllt 
z. B. ein Kegelschnitt, welcher einen gegebenen Kegelschnitt au 
einer Stelle zweipunktig, an einer anderen dreipunktig berührt. 
Nur weim kein Misaverständniaa möglich ist, bezeichnen wir wohl 
auch die Bedii^mig, welche ausspricht, dass zwei von einander ab- 
hängige Bedingungen erfüllt werden sollen, wie das Produkt cheser 
beiden, namentlich wenn die- eine Bedingung eijie Ausartungsbe- 
dingung ist, z. B. in den §§ 16, 23, 24 und 25. 

2. Wenn eine räumliche Bedii^ung ausspricht, dass das Ge- 
bilde r zu dem gegebenen Gebilde F' eine gewisse Lage einnehmen 
soll, so beti'achten wir r" mid jeden seiner Theüe als der räum- 
lichen Bedingiuig angehörig. Beispielsweise ist der Furikt der Be- 
dingung \, weim von einem Strahle h die Rede ist, derjenige 
Punkt, durch welchen, zufolge der Bedingung hp, der Strahl h 
gehen soll. 

3. Die Gebilde, welche nach der Bemerkung 2. mehreren ge- 
gebenen Bedingungen angehören, hat man sich zunächst immer in 

■ Lage zu emander vorzustellen. Bezeiclmet man z. B. für 
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eine Oiirve init s die Bedingung, dass sie durch einen gegebenun 
Pimlit gehen soil, so bedeutet s^ die Bedingung, dasa die Ciirve 
zivei gegebene, aber beliebig zu einander liegende Punkte enthalte, 
nicht aber etwa, dass die Curre nofhwendig durch einen, und denselben 
Pimkt siceimäl gehen soll. 

4. Bei jedem vorliegenden Gebilde kann man auf mannichfache 
Weise Gebilde F' angeben, welche in gewisser Weise durch das- 
selbe emmtgt sind. Ein Punkt z. B, erzeugt zugleich das Strahlen- 
bündel, welches ihn zum. Scheitel hat. Eine Fläche besitzt als ein 
von ihr erzeugtes Gebilde etwa ihre Krümmungsmittelpunktsfläche 
oder ihre Doppelcurve, oder die Linienlläche der sie vierpunlitig 
berührenden Tangenten. Wenn nun in dieser Weise ein Gebilde 
r' einem Gebilde r angehört, und dem Gebilde P' eine gewisse 
Bedingang s auferlegt ist, so ist diese Bedingung indirect auch F 
zugeschrieben. Wenn wir dajm die Bedingung 2 als eine Beding- 
img für F auffassen, nennen' wir sie auf F übertragen,, und bezeich- 
nen sie, wenn kein Missverständniss möglich ist, ebenso, als wenn 
sie r" ai^ehörte, also auch mit s. Bezeichnet man z. B. jeden 
Punkt einer gewissen Baumcui-ve mit p, so bedeutet p^ für die 
BaummrvG die Bedingung, dass sie eine gegebene Gerade schneide. 
Bezeichnet man femer jede Weudetangente einer Plancurve vtäi f, 
so spricht das Symbol /j für die Fhmawm die Bedingung aus, eine 
gegebene Ebene zu osculiren. Besteht ein Gebilde aus einem Strahle 
g, und n auf ihm liegenden Punkten j)„ jjj, pg, ...Pn, so bedeutet 
das Symbol 

9PlPi---Vn 

die Bedingung, diisM dieses G-cbilde seinen Strahl g eine gegebejw; 
Gerade schneiden lasse, und zugleich jeden seiner Punkte auf eine 
gewisse von n gegebenen Ebenen werfe. 

§3. 
Die i)iim!iisioii einer Beflingxing und die Stufe eines Systowts. 

Wenn ein Gebilde F, dessen Constantenzahl (§ 1) c ist, einer 
Bedingung unterworfen ist, welche a Bedingungsgleichungen zwischen 
den cConstanten seiner analytisch-geometrischen Darstellui^ ver- 
anlasst, oder, was dasselbe ist, wenn es co""" Gebilde giebt, welche 
die gegebene Bedingung erfüllen, so heisst die Bedingung a-facfi 
oder von der k*™ Dimension. Die Gesammtheit der co"-" Gebilde, 
welche eine gewisse «-fache Bedingung erfüllen, bezeichnen wir als 



y Google 



g Erster Abschnitt. 

ein von dem Gebilde T erzeugtes, durch jene ti-iiiclie Bedingung 
defiiiirtes, (c — a)- Stufiges System. Speciell bestimmt jede -T auf- 
erlegte, c-faehe Bedingung ein mülstuftges System, das ist eine end- 
liche Anmhl v<m Individuen, welche die Definition von F erfüllen. 

Die Dimensionen der in § 2 mit ihren Symbolen eingeführten 
G-rundbedingungen sind für den Fall, dass diese den Haiiptelementen 
p, c, g selbst zugeschrieben werden, folgende. Es sind: 

1. einfach die Bedingungen j), e, g; 

2. ffweifack die Bedingungen pg, e,j, g^ und g,,; 

3. dreifach die Bedingungen P, E, g,\ 

4. vierfach die Bedingung G- 

Die durch diese 11 Bedingungen definirten Systeme vun llaiL[il- 
elementen hatten vnr in § 2 Grundgebilde genannt. Da funkt unil 
Ebene die Constantenzahl 3 haben, der Strahl aber die Constuuteu- 
zahl 4 hat, so sind von den 14 Grundgebilden: 

1. nullstufig jedes der drei Hauptelemente selbst; 

2. einstufig die Punktaxe, die Ebenenaxe, der Strahlbüschel ; 

3. swmtufig das Punktfeld, der Ebenenbündel, das Strahlen- 
leid und der Strahlenbündel; 

4. dreistufig der Punktraum, der Ebenenraum, die Strahleiiaxe; 

5. vi^stufig der Strahlenraum. 

Die durch beliebige Bedingungen definirten Systeme von Haupt- 
elementen nennen wir auch Oerter, im Änsehluss an den bei der 
Änalysis euclidischer Constmotionsauf gaben üblichen Ausdruck 
„geometrischer Ort", Für verschieden- stufige Oerter haben sich auch 
verschiedene Namen eingebürgert. Man nennt nämlich: 

1. einstufige Punktsysteme Curven; 

2. zweistufige Punktsysteme Fläcli£n\ 

3. einstufige Strahlsysteme Linienflächen oder Begelflächcn; 

4. zweistufige Strahlsysteme Congruensen oder bloss Strahl- 
aysteme (Kummer); 

5. dreistufige Strahlsysteme lAniencotnplexe oder bloss Complcxc; 

6. einstufige Systeme von Ebenen Torsen oder auch Gurven; 

7. zweistufige Systeme von Ebenen (Ebenen-) Flächen. 
Auch flir specielle Systeme anderer Gebilde sind besondere 

Namen gebräuchlich geworden. Man nennt z. B.: 

1. gewisse einstufige Systeme von Curven und von Flächen 
Büschel; 

2. gewisse zweistufige Systeme von Kegelschnitten Netse; 

3. gewisse zweistufige Systeme von Flächen .Bündel; 
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4. gewisse einstufige Systeme von Punkt ßpLiaroii, BbiüieiipaLii'eti 
oder ÖtraJilenpaaren projectiv (§§ 28 bis 30); 

5. gewisse zweistufige Systeme von Paaren zweier Hauptelemente 
coUinear, andere solche Systeme reciproh oder correlaHv (cf. z. B. 
Reye, die Gfemetrie der Lage, II. Theil, pi^. 2 und 3); 

6. gewisse dreistufige Systeme von Punktepaai-en coUinear ver- 
wmidte räumliche Systeme^ 

7. gewisse dreistufige Systeme von Gebilden, deren jedes aus 
einem Punkte und einer Ebene bestellt, redprdk verwandte räum- 
liche Systeme oder ravmldche Corrdationen; 

8. dreistufige Systeme von Gebilden, deren jedes aus einem 
Punkte mid einem Strahle besteht, die in fester Ebene liegen, Connexe.* 

Denjenigen Theil der geometrischen Forschung, welclier eidi 
mit den Systemen von Strahlen beschäftigt, oder, um mit Plüeker 
zu reden, welcher den Strahl als Raumelement auffaest, hat man 
Linimgeomeirie genannt. Gerade so kann man von einer Strahl- 
hüschdgcomeirie, von einer Xegelsehnitl^eometrie u. s. w., überhaupt 
von einer F-Geometrie sprechen, wo F ein irgend wie definirtes 
Gebilde ist. Der Abschnitt IV" enthält z, B. Untersuchungen Über 
die Singularil&tm (Ausartimgeu) von Gebilden, bei welchen der 
^Kegelschnitt, die Flächen zweiten GradesJ die cubische Plancui-ve 
mit Spitze, die cubische Plancurve mit Doppelpimkt, die cubisclie 
Raumcurve uud gewisse Paare von projeetiven Gmndgebilden als 
Baumelmnente auftreten. Der Abschnitt VT giebt die den Bezout- 
sehen Sätzen entsprechenden Sätze in einigen Geometrien, welche 
gewisse aus einzelnen Hauptelementen zvis ammengesetzte Gebilde 
als Raumelmtente auffassen. 

Aus dem oben erläuterten Begriff der Dimension einer Bedüig- 
ui^ folgt unmittelbar, dass die Dimension einer zusaanmengesetzten 
Bedingimg gleich der Stimme der Dimensionen der zusammensetzen- 
den Bedingungen ist, iind dass ein «-stufiges System von Gebilden 
r, deren jedes ein «'-stufiges System von Gebilden F' besitzt, ein 
(a-^-a')-stU'ßges System von Gebilden F' daJ:steUt. Hieraus folgt 
aber der Satz: 



* Auf dieses Gebilde Itam Clebsch in der Tlieorie der algebraischen 
Formen (cf. Lindemann's „Vorlesungen von Clebsch", pag. 936). Der Comiei 
ist ein Gebilde derjenigen Geometrie, welche das a.us Punkt und Strahl be- 
stehende Gebilde als Saumelement betrachtet. 
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Besitzt ein Gebilde F ein a'-shifiges System viyti Gehildmi P', 
so schreibt m<m d<idwiA, äass man P' einer d-faclien i>'e- 
äingimg unterwirß, dem Gebilde F eine mir (d—a')-fac}ic 



Nach diesem Sätse sind die Dimemionm der oben ang^ebeimt Grtiitd- 
bedinffungeti um i m erniedrigen, wenn dieselben nicht den Smipt- 
elcmenten selbst, sondern i-stufkjen Oertem auferlegt sind. Z. B. erfüllt 

1. eine Curve eine (2 — l)-faclie Bedingimg, wemi sie cHe 
Bedingung pg befriedigt, d. h, eine gegebene Gerade schneidet; 

2. eine Fiäebe eine (3 — 2)-fache Bedingung, wemi sie durch 
einen gegebenen Punkt geht; 

3. eine Congruenz eine (4 — 2) -fache Bediiigmig, wenn sie 
eiuen gegebenen Strahl enthält; 

4. ein Complex eine (3 — 3)-fache Bedingung, wenn er einen 
Strahl enthält, der in einem gegebenen Strahlbüschel liegt. 

Um ein weiteres Beispiel zu dem eben angegebenen Satze zu 
haben, berechnen \jir die Dimension der Bedingung, dass eine 
Fläche zweiten Gi-ades durch einen gegebenen Kegelschnitt gehen 
soll, in folgender Weise. Da der Raum oo* Ebenen besitzt nM 
jede Ebene eine Fläche zweiten Gradea in einem Kegelschnitt 
sehneidet, so besitzt eine solche Fläche ein dreistufiges System von 
Kegelschnitten. Nun ist es aber für den Kegelschnitt eine 8 -fache 
Bedingung, gegeben zu sein, weil seine Constantenzahl 8 ist. Also 
ist es für eine Fläche zweiten Grades eine (8 — 3)-fache Beding- 
ung, einen gegebenen Kegelschnitt zu enthalten 

Zu einem zweiten Satze gelangt man duiuh folgende Ueber- 
legung. Wenn ein Gebilde F mit dei Con&tanteu/ahl c ein w'-stu- 
liges System von Gebilden F' mit der Constantenzahl d enthält, so 
ist es für -T-nach dem ersten Satze eine (c* — «') fache Bedingui^, 
ein gegebenes Individuum F' zu enthalten. Folglieh ist das System 
deijenigen Gebilde F, welche ein gegebenes F' enthalten, (c — d-i- «')- 
stufig. Man kann also umgekehrt sagen, dass ein F' Träger 
eines {c — c*-!- «')- stufigen Systems von Gebilden F ish. Deshalb 
ist für r" die Bedingung, ein gegebenes Individuum F au enthalten, 
von der Dimension: 

c — {c~c' + «') oder (/ — «'. 
Setzt man also d für c*— «', so kann man folgenden Satz aussprechen: 
Wmn es für F eine d-facheB edingung ist, ein gegebenes F' 
zu enthalten, so ist es auch für F' eine d-fache j 
ein gegdtenes F m enthalten. 
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Z. B. ist es hiei-naoh für einen Kegelschnitt eine fimffadte Beding- 
ung, auf einer gegebenen Fläche zweiten Grades zu liegen, weil, 
wie wir oben gesehen haben, eine Fläche zweiten Grades eine 
fünffache Bedingung erfüllt, wenn sie diu-ch einen gegebenen Kegel- 
schnitt geht. 

Man kann nattlrlich auch von Systemen sprechen, deren Stufe 
um i grösser' ist, als die Constantenzahl des eraeugenden Gebildea 
r. Dann besteht das System aus den sämmtlichen Gebilden T 
des Raumes, jedes oo'-fach gerechnet. Z. B. bilden die sämmtlichen 
Punkte, welche auf den sämmtlichen Strahlen eines Linieneomplexes 
liegen, ein 4-stufiges System, indem jeder Punkt des Raumes 
oo'-fach zu rechnen ist. So gelangt man dazu, einer negaiiven 
Dimension einer Bedingung Sinn beizulegen. Man schreibt z. B. 
dem eben erwähnten vierstufigen Systeme von Punkten eine (— l)-fache 
Bedingung zu, wenn man verlangt, daas es einen gegebenen Punkt 
enthalten soll. Dies heisst also, das System erfüllt diese Beding- 
ung immer von selber und sogar derartig, dass der gegebene Punkt 
00* mal als Puidit des Systems auftritt. Einem Liniencomplexe 
wird femer eine (— 2)-fache Bedingung auferlegt, wemi man ver- 
langt, dass einer seiner oo^ Strahlen eine_gegebene Gerade schneidet. 
Da ein System von Gebilden selbst wieder als Gebilde aul'ge- 
fasst werden kann, so. hat es auch Sinn, von der Constantenzahl 
eines Systems und von der Dimension von Bedingungen zu sprechen, 
die einem Systeme auferlegt sind. Die Constantenzd^hl emei Kegel- 
schnittbüschels in fester Ebene ist z. B. gleich 8 und die Beding- 
lu^, dass der Büschel einen Kreis enthalte, ist nur von der ersien 
Dimension, während es für einen Kegelschnitt eme eweifache Be- 
dingung ist, ein Kreis zu sein. 

Jede r auferlegte Bedingung kann man auch als eine die 
Definition von F hesckränlcenäe SesUmmung autfassen Innofern hat 
es Sinn, von der Dimension einer Bescliränkimg der Definition zit 
sprechen. Verlangt man z. B, von einer Planeurve, dass sie in 
einer gegebenen Ebene liege, so kann man dies entweder als eine 
der Planeurve zugeschriebene dreifache Bedingung auffassen, oder 
aber, man kann dies schon in die DefmiMon der Planeurve ein- 
fügen and dadurch die Definition dreifach heschrimhen. Sieht man, 
um ein zweites Beispiel anzuführen, bei der Definition eines Ge- 
bildes von seiner Lage insofern ab, als man alle einander con- 
gruenten Gebilde als nur ein Gebilde auffasst, so beschränkt man 
die Definition secfisfach, weil alle einander congruenten Gebilde 
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imiiici' um seclisshifiges System bilden, oder, weih schlieHalich daHMelbe 
ist, weil (las räumliche Cai'tesische Ooordiniiteiikreuü die CuiiHtaiikii- 
ziviil 6 hat. 

§4- 
Das Friiicip von der Erhaltung der Anzahl. 

Ist ein algebraisches Gebilde F mit der Constaiiieiizalil v einer 
einzelnen oder zusammengesetzten e-faclien Bedingung « unter- 
worfen, so giebt es im Allgemeinen eine endliche Anzahl N (§ 3) 
räumlieher Individuen, welche sowohl der Definition des Uebildes 
r, als anch der c-fachen Bedingung 2 genügen. Ist nun s eine 
räumliche Bedingung, werden also durch « gewisse andere Gebilde 
r' als gegehm {cf, § 2, Bemerkung 2) vorausgesetzt, so bleibt die 
Zahl N, wenn sie nicht unendlich wird, immer gleich gross, gleich- 
viel, ob man die Gebilde T' ihre Lage zu einander ändern lässt 
oder sie vielleicht unter Aiifreehthaltung ihrer Definition specialisirt. 
Dieses Prineip, schon lange ein wichtiges Forschungsinstrument bei 
der Bestimmung geometrischer Anzahlen, ist dennoch vor dem Ver- 
fasser noch nie soweit ausgebeutet, dass man die gemeinsamen 
Grundlagen festgestellt hätte, auf welche alle einzelnen Änwend- 
luigen des Princips sich wegen der Grunde^enschaften des Baiunes 
naturgemäes stützen müssen. Der Verfasser hat dieses Prineip 
„Prineip von der ErhaUtmg der ÄnrnM" genannt (Lit. 4). Es sagt 
in algebraischer Interpretation nichts anderes aus, als dass Ver- 
änderui^en der Constanten einer Gleichung die Zahl ihrer Wui'zeln 
entweder unberührt lassen oder aber imendlich viele Wurzeln ver- 
ursachen, indem sie die Gleichung zu einer identischen machen. 
Das Prineip von der Erhaltung der Anzahl nimmt für die Anwend- 
ungen in der Geometrie vier Formen an, welche man kurz etwa 
so aussprechen kann: 

I. Eine Anzahl wird unendlich oder bleibt erhalten, wenn die 
gegebenen Gebilde speciellere Lagen im Baume einnehmen, also etwa 
unendlich fem werden. 

IL Eine Anzahl wird unendlich oder bleibt erhalten, weim die 
gegebenen Gebilde speciellere Lagen zu einander einnehmen, also 
z. B. gegebene Punkte auf gegebene Gerade fallen. 

in. Eine Anzahl wird unendlich oder bleibt erhalten, wenn an 
die Stelle der zunächst allgemein gedachten gegebenen Gebilde F' 
speciellere Gebilde treten, welche die Definition der F' ei-füllen, also 
z. B. an die Stelle eines gegebenen allgemeinen Kegelschnitts ein 
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Kegelschnitt tritt, dessen Punkte zwei Gerade und dessen Tangen- 
ten zwei Strahlbüschel bilden, deren Scheitel in den Schnitt dieser 
beiden Geraden fallt (ef. die Ausartungen der Gebilde in Äbachnitt IV). 

IV. Eine Anzahl wird bei einer gewissen Lage der gegebenen 
Gebilde notbwendig immdUch, wenn für sie ein Werth grösser als 
N constatirt ist, während bei einer anderen La^e sich ein Werth 
ergiebt, der genau gleich N ist. 

Um den Inhalt des Princips Yon der Erhaltung der Anzahl 
klarzulegen, führe ich die folgenden, sehr einfachen Beispiele und 
Anwendungen an. 

Beispiele. 

1. Dem Strahle g sei die vierfache Bedingung </* auferlegt, 
dass er 4 gegebene Gerade schneiden soll. Es fragt sieh, wieviel 
Strahlen die gestellte Bedingung erfüllen. Mit Rücksicht auf den 
Satz n specialisiren wir die Lage der 4 gegebenen Geraden so, 
dass die erste und die zweite, sowie die dritte und die vierte Ge- 
rade sich schneiden. Dann erfüllen die gestellte Bedingung 2 Strahlen, 
nämlich: 

a) der Verbindungsstrahl der beiden Schnittpunkte, 

b) der Strahl, in welchem sich die beiden Schnittebenen 
schneiden. 

Folglich giebt es nach unserem Princip immer 2 Strahlen, welche 
4 gegebene Gerade sehneiden, oder aber unendlich viele, wozu eine 
noch speeiellere Lage der 4 gegebenen Geraden erforderlich wäre, 
etwa die, bei welcher 3 von den Geraden einen gemeinsamen Schnitt- 
punkt hätten, 

2. Weiss man, daßs es in einem Büschel von Flächen zweiten 
Grades 3 Paraboloide, d. h. 3 Flächen giebt, welche die imendlich 
ferne Ebene berühren, so weiss man, wegen der Form I des Prin- 
cips, auch, dass es in dem Büschel 3 Flächen giebt, welche eine 6c- 
liebig gegebene Ebene berühren. 

3. Weiss man, dass eine gewisse Gerade mit einer Fläche nicht 
mehr und nicht weniger als «Punkte gemein hat und dass eine 
zweite Gerade mindestens w + 1 Punkte mit der Fläche gemein hat^ 
so muss sie nach Satz IV unendlich viele Punkte mit der Fläche 
gemein haben. 

4. Um die Fruchtbarkeit des Pi-incips auch in der unter Nr. III 
genannten Richtung zu zeigen, bestimmen wir vermöge des Prin- 
cips die Zahl x derjenigen Curven eines in fester Ebene liegenden 
Systems 2j von Plancurven, welche eine gegebene, in derselben 
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Ebene liegende Curve C sw"" Ordnung «'""Kanges berühren, indem 
wir statt der allgemeinen Curve G eine sjiedellere Carve setzen, 
welche die Definition von C erfällt. Bekanntlich kann die Curvp 
C dahin ausarten, daas ihre Pimkte m Gerade bilden, die in eine 
einzige Gerade g zusammenfallen, und dass ihre Tangenten wStrahl- 
böschel bilden, deren n Scheitel S auf g liegen (cf. die Erzeugung 
der Ausartungen durch, homographische Abbildung in §§ 20 und 23). 
Nach der Form III des Princips von der Erhaltung der Anzahl 
kann die Zahl x also gefunden werden, indem man unterancht, wieviel 
Curven aus 2; die eben genannte, speeiellere Ourve C berühren. 
Dies ist sehr leicht, sobald man sieh klar gemacht hat, was „Be- 
ruhrung zweier Curven" bedeutet. Am gebräuchlieb aten ist es, 
2 Curven „sich berührend" zu nennen, nicht etwa, wenn sie über- 
haupt 2 unendlich nahe Punkte gemein haben, sondern wenn ihnen 
beiden Funkt und migehonge Tangente gemetttsam ist. Hiemach wii'd 
die speeiellere Curve C bertihrt, 

erstens, einmal durch jede Curve des Systems, welehe durch 
einen der «Punkte jS geht, 

zweitens, m-mal dureh jede CmTe des Systems E, welche die 
Gerade g berührt, und zwar durch jede Curve m-mal, weil bei 
jeder Berührung ein auf einer solchen Curve liegendes, ans Tan- 
gente und Berührungspunkt bestehendes Gebilde mit m eben- 
solchen, aber c angehi5rigen Gebilden identisch ist, da ja die 
Gerade g m-mal eine Tangente von C ist. 

Bezeichnet also (t, wieviel Curven des Systems dureh einen 
gegebenen Punkt gehen, v wieviel eine gegebene Gerade berühren, 
so ergiebt sieh hiemach für x die bekannte Formel; 
x = n.ii + ni.v. 
Zur Ableitung dieser Formel reichte das Princip von der Er- 
haltung der Anzahl aus. Bisher hat man dazu immer Hilfsmittel 
von weniger fundamentalem Charakter herangezogen, z. B. das 
Oorrespondenzprincip oder die Polarentheorie. Auch uns wird diese 
Formel noch zweimal wieder erseheinen, erstens als Beispiel für 
eine Anwendur^ der Coineidenzformeln in § 14, zweitens im sechsten 
Abschnitt, § 32, als sehr speeieller Fall der Formel für die ge- 
meinsamen Elemente zweier Systeme von Gebilden, deren jedes aus 
einem Sirahle und einem darauf liegenden Punkte besteht. Natür- 
lich kann man in ähnlicher Weise, wie die obige Formel, noch 
mehrere andere Formeln ableiten, welche sich auf die Berühnuig 
von Flächen und von Baumcnrven beziehen. 
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5. Gegeben seien in fester Ebene eine Planeurve 6' m**'' Ord- 
nung, w*™ Ranges und ein Kegels eliiiitt K. Zii jeder Tangente in 
C ist der Pol in Bezug auf K bestimmt, und mit dem Berührungs- 
punkt der Tangente verbunden. Gesucht wird die Zahl x, welche 
angiebt, wieviel von den eben gezogenen co^ Verbindmigsstrahlen 
durch einen beliebig in der Ebene gegebenen Punkt P gehen. Wir 
dürfen nach der Form III unseres Princips statt des allgemeinen 
Kegelschnittes K einen specielleren setzen, und wählen dazu einen 
Kegelschnitt, dessen Punkte zwei in eine Gerade g zusammen- 
fallende Gerade bilden, und dessen Tangenten zwei Strahlbüschel 
bilden, deren Scheitel Ä und B auf g liegen (cf. § 20). Wir dürfen 
femer wegen der Form II unseres Princips die Lage des Punktes 
P specialisiren, und legen ihn in den einen von den beiden Scheiteln 
und zwar in A. Jetzt erfüllen die gestellte Bedingimg: 

erstens, mmal die Gerade j-, weil die Tangente in jedem der 
m Schmttpunkt.e von g und C ihren Pol auf g hat, und also die 
Verbindui^slinie von A mit jedem der so erhaltenen m Pole zu 
den gesuchten x Verbindui^sstrahlen gehört; 

zweitens, jede der w von A an die Curve C gehenden Tan- 
genten, weil diese ihren Pol in Ä haben. Daher ist 
x = m-]-n. 
Denken wir uns g unendlich fem, sowie A und B als die, 
imaginären Kreispunkte, so spricht diese Formel aus, dass von 
jetfctw Punkte in der Ebene einer Tlancurva n-\-m Normalen auf die- 
selbe gefällt werden Jcörmm. 

6. Gegeben sei eine Fläche F o*"'' Ordnung, r^'" Raines, h'"'^ 
Klasse, und ausserdem ein in einer Ebene E liegender Kegel- 
schnitt K. Zu jeder Tangentialebene von F ist der Pol in Bezug 
aof K bestimmt, und mit dem Berührungspunkte der Tangential- 
ebene verbunden. Gesucht werden die Zahlen x und y, welche be- 
zttghch angeben, wie viel von den eben gezogenen oo^ Verbindunga- 
strahlen durch einen beliebig gegebenen Punkt P gehen, resp, in 
einer beliebig gegebenen Ebene ' e liegen. Wir denken uns den 
Kegelschnitt K wieder, wie in der vorigen Nummer, als eine 
Doppelgerade g mit den Scheiteln A und B zweier Tangenten- 
büschel, und legen dann den Punkt P in A, die Ebene e durch A. 
Dann setzt sich x aus drei Zahlen zusammen, erstens aus o, weil 
die Verbindungslinie jedes der o Schnittpunlite von g und J^ mit 
dem Pole seiner Tangentialebene einen durch P gehenden Strahl 
liefert, zweitens aus r, weil in der Ebene F r durch P gehende 
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Tangenten liegen, drittens aus h, weil durch g an F ]c Tangentiiil- 
etaenen gehen, deren Pole als in P liegend gedacht werden dürfen. 
Die Zahl y ist gleich r, weil, wenn e durch A geht, jede durch 
A gehende in e liegende Tai^ente zu den gesuchten Verbindungg- 
strahlen gehört, und sonst kein Strahl in e existirt, der eine:! 
Flächenpunkt mit dem Pole seiner Tangentialebene verbindet. 
Also ist 

x^o + r + h, 

y = r. 
Denken wir uns dann die Ebene E unendlich fern, den darauf 
befindlichen Kegelschnitt K als den Poncelet'schen imaginären Kugel- 
kreis, so geben diese beiden Formeln die (Lit. 5) bekannten Resul- 
tate, dass es in jedem ebenen Sdmitt einer Fläche F o'^ Ordnimg, 
r'™ Ranges i Ä""" Klasse r Normahn der Fläche giebt, imd dass auf 
eine solche Fläche von jedetn Funkte des Baumes am o -|- r -|- 7c Nor- 
malen gefäUi werden iconnen. Eine weitere Anwendung, welche auf 
Specialisinmg des Kegelschnittes beruht und ein mekisches Anzahl- 
problem löst, findet sich in § 33 unter Nr. 28, wo die Zahl der 
Krei^ufihte einer Fläche bestimmt ist. 

Die wichtigste Anwendiuig findet das Princip von der Erhal- 
tung der Anzahl im zweiten Abschnitt, wo die allgemeiuston Ansiahl- 
Beaiehungen aufgestellt sind, welche sich für die Hauptelemente 
des Raumes ergeben, wenn man der Algebra nichts weiter entlehnt, 
als das Princip von der Erhaltung der Anzahl. Diese Beziehungen, 
sowie das im dritten Abschnitt ausgebeutete Correspondenzprineip 
sind die Mittel, vermöge deren der Verfasser sehlieeslick alle geome- 
trischen Anzahlen als Functionen von einigen wenigen Anzahlen dar- 
stellt, die durch die Erfahrung erkannt werden, und deshalb axio- 
malische heissen sollen. Es sind dies die Zahlen, welche angeben, 
wie viel Hauptelemente durch gegebene Grundbediugungen bestimmt 
sind, also namentlich; 

1. die Zahl 1 der gemeinsamen Punkte einer Geraden und 
einer Ebene; 

2. die Zahl 1 der gemeinsamen Ebenen eines Ebenenbüschels 
und eines Ebenenbündels; 

3. die Zahl 1 der gemeinsamen Strahlen zweier Strahlenbündel 
(zwischen zwei Punkten ist nur eine einzige Gerade mögiich); 

, 4. die Zahl 1 der gemeinsamen strahlen zweier als Strahlen- 
felder aufgefassten Ebenen; 
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5. die Zahl der gemeinsamen Strahlen eines Strahl enbündels 
und eines Strahlenfeldes. 

Man beachte wohl, dass alle in diesem Buche aus den axio- 
matischen Anzahlen des Raumes abgeleiteten Anzahlen nicht etwa 
die reellen Gebilde allein zählen, sondern die Summe der reellen 
und der sogenannten imaginä/ren Gebilde. Es beruht dies darauf, 
dass die beiden, allen Auzahlbestijnmungen zu Grunde liegenden, 
algebraischen Prineipien, das Princip von der Erhaltung der Anzahl 
und das Correspondenzprincip (§ 13), nur richtig sind, wenn immer 
alle imaginären Werthe mitgezählt werden. Man kennt überhaupt 
noch sehr wenige Beziehungen zwischen Anzahlen reeller und ima- 
ginärer geometris eher Gebilde. Doch haben Zeuthen und Klein in 
letzter Zeit derartige Beziehui^en gefunden. Klein beweist z. B., 
dass bei jeder Plancurve die den Plücker'achen Formeln analoge 
Formel gilt 

n-(-M/+2.("=ft-|-r' + 2.(Z" (Lit. e), 
wo n die Ordnung, ft den Kang der Plancurve bezeichnet, ferner 
v^ die Zahl der reellen Wendungen, t" die Zahl der reellen iaolirten 
Doppeltangenten, r' die Zahl der reellen Spitzen, d" die Zahl der 
reellen, isolirten Doppelpunkte ist. 

Nach dem Principe von der Erhaltung der Anzahl giebt es in 
einem «-stnfigen Orte (d. h. Systeme von Hauptelementen, § 3) 
immer eine unveränderliche Anzahl von Hauptelementen, welche 
eine hinzutretende i-fache Gmndbedingui^ erfüllen. Solche für die 
Oerter charakteristischen Anzahlen heisaen QradsaJüm, weil sie die 
Grade der Gleichungen angeben, durch welche man die Oerter in 
der analytischen Geometrie darstellt, und zwar versteht man unter 

1. Qrad einer Owve die Zahl der Punkte, welche sie auf jeder 
Ebene (d. h. jedem Punktfelde) besitzt; 

2. Gh-ad dner Flache die Zahl der Punkte, welche sie auf jeder 
Geraden besitzt; 

3. Grad einer Torse (d, h. eines einstufigen Ortes von Ebenen) 
die Zahl der Ebenen, welche sie mit jedem Bbenenbündel gemein 
hat, d. h. welche sie durch jeden Punkt schickt; 

4 Grad eines zweistufigen Ortes von Ebenen (Ehenenfläche) die 
Zahl der Ebenen, welche er mit jedem Ebenenbüschel gemein hat, 
d. h. welche er durch jede Gerade schickt; 

5. Grad einer Linienfläche die Zahl der Stra,hlen, welche sie 
einen gegebenen Strahl schneiden läsat; 
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6a FpJd{/}ad empi Coi^ruenz die Zahl der Strahlen, welche 
sie ui einer gegehenen Ebene (Strahlenfeld) besitzt; 

bb Bimdelqrad einei Congruenz die Zahl der Strahlen, welche 
sie durch euieu gegebenen Punkt schickt, d. h. mit einem gegebenen 
StraMmbundel gemem hat; 

7. Qrad eines Complexes die Zahl der Strahlen, welche er in 
einem gegebenen Strahlbüschel besitzt. 

Da man häufig die Curve sowohl als Ort ihrer Punkte, wie 
anch als Ort ihrer Tai^enten, wie auch als Ort ihrer Schmiegungs- 
ebenen, und ebenso die Fläche sowohl als Punktfläehe, wie ancli 
als Linienfläche, wie auch als Ebenenfläche auffasst, so ist es 
zweckmässig, noch besondere Namen für die Grade der Pmiktöi"tev, 
der Strahlenörter und der Ebenenörter einzuführen. Da sich füi- 
diese besonderen Namen noch keine feste oder conseqaente Tenni- 
nologie ausgebildet hat, so entscheiden wir uns dahin, die GradKahl 

1, eines Punktortes auch Ordnung, 

2, eines Strahlenortes auch Rang, 

3, eines Ebenenortes auch Klasse {Lit. 7) 

zu nennen. Die Congruenz hat zwei gleichberechtigte Gradzalilen, 
für welche die Namen Ordnung imd Klasse üblich geworden sind, 
nur dasg die Einen Ordnung nennen, was die Anderen Klasse 
nennen, und umgekehrt. Jedes Missverständniss wird aber ver- 
mieden, wenn wir die beiden Gradzahlen der Congruenz durch 
die bezeichnenden Namen Feldgrad und Bündelgrad oder auch 
1 einander unterscheiden. 



Die Giltigkeit des Prineips von der Erhaltung der Anzahl ist 
die Vorbedingung für die Anwendbarkeit der in den folgenden Ab- 
schnitten abgeleiteten Resultate und Methoden. Tramceitdente Cuiwen 
und Flächen können daher nur dann als gegeben vorausgesetzt 
werden, wenn sie algebraische Systeme bilden, d. h. solche Systeme, 
aus denen immer eine constante, endliche Anzahl von Gebilden ehie 
gegebene Bedingung erfüllt. Z. ß. hat die oben in Nr. 4 ent- 
wickelte Formel 

x^n./i + m.v 
Jmnen Sinn; wenn die gegebene Ourve transcendent ist, was auch . 
schon daraus ■ hervorgeht, dass dann die Begriffe Ordnung und 
Klasse illusorisch' würden. Die Formel kann aber vollkommen 
giltig bleiheti, wenn man von dem gegebenen einstufigen Systeme 
voraussetzt, dass es von transcendenten CuiTen gebildet ist (Lit. 5a). 
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Die Darstellung der den Bedingungen zugehörigen An- 

zalilen dnrcli die Bedingungssymliole und das Iteeliiien 

mit diesen Symbolen. 

In § 4 ist beaproclien, dass jede einem Gebilde F mit der 
Constantenzahl c auferlegte, c-fache Bedingung z immer' durch eine 
unvm-änderliche, endliche Zahl von Gebilden F erfüllt wird. Es liegt 
daher nahe, diese von der c-fachen Bedingung allein abhängige 
Anzahl mit gims demseVxn Symbole z m &emcÄ«ew, tcie die Beding- 
UK^ sdbst (Iiit. 8). Indem wir dann, der Kürze wegen, immer blos 
„Bedingung" sagen, statt „durch die Bedingung hesbimmte Anzahl", 
können wir von Functionen der Bedingungen nnd von Gleidiungmi 
zwischen Bedingungen sprechen. Hiernach hat bei einem Gebildo 
mit der Constantenzahl c eine Gleichung zwischen Bedingungen 
natürlicli nur dann Sinn, wenn jede dieser Bedingungen c^ Dimen- 
aion ist. Wir ertheilen jedoch auch einer Gleichung zmschen Be- 
dingungen von niederer als der c'™ Dimension einen Sinn. Mne GMch- 
img zmsdien u-fachen Bedingmigssymholen soll «ämlieh dm Sinn hohen, 
dass aus iJw jedesmal eine Identität swiscJien An^dhJea erhMen wird, 
sc^d man nur allen a-fachen Symbolen ein und dasselbe, sonst ganz 
heliiMge, {c — a)'facke Bedingungssymhol als symbolischen Faktor hin- 
zusetät, v/nd dann datt jedes der entstandenen (a + c — a)- fachen Be- 
dingumgssymhoh die zugehörige Anzahl einsetzt. Demnach spricht eine 
(?fe»cÄM»s' K^Dimermon, d. h. zwisCien u-fachen Bedingungen, soviel 
Anzahlidentitäten aus, als überhaupt (e — a) - fache Bedit^ungen 
denkbar sind. 

Zur VerdeiTtlichung diene folgendes Beispie). Für eine Plan- 
eurve n*^ Ordnung mit der Constantenzahl c bezeichne P die zwei- 
fache Bedingung, dass sie durch einen gegebenen Punkt gehe, (i 
die einfache Bedingung, dass sie ihre Ebene durch einen gegebenen 
Punkt schicke, v die einfache Bedingung, dass sie eine gegebene 
Gerade schneide. Dann bedeuten die Symbole P, /iv, fi^ drei zwei- 
fache Bedingungen, zwischen denen die in § 12 Nr. 9 zu beweisende 
Gleidi/UMg 

1) ■ F-i,v^n.f' 

besteht. Diese Gleichui^ sagt mm aus, dass, wenn y irgendwelche 
(c — 2)-fache Bedingmig ist, die drei Anzahlen Pp, (*!■?/, ji^?/ immer 
durch die itelation 

2) Fy = [ivp — n.n^fi 
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mit einander verbunden sind, gleieliviel, was für eine (c - - 2) - fache 
Bedingung man unter y versteht. Da die Curven, welche die will- 
kürliebe Bedingung y erfüllen, ein zweistufiges System bilden, so 
kann man die obige Gleichung auch so interpretiren. In jedem 
mamtufigen iSysteme von Plancurven m''"* Ordnung ist die Zahl der 
die Bedingung P erfuUmden Curven gleich der Zahl der fi v erfüllen- 
den Curven vermindert um das n- fache der (t^ erßälenden Curven. 
Es liegt in der Definition einer Gleichni^ zwischen a-fachen 
Bedingnt^ssymbolen, daas aus einer solchen Gleichimg immer wieder 
eine richtige Gleichung hervorgeht, ivenn ma/n jedem a-fachen Symbol 
ein und dasselbe beliebige, etwa ß-fache Symbol v als Faktor hinsu- 
setst. Denn die Identitäten, welche man aus der neu entstandenen 
Gleichung ziehen kann, befinden sich ja dann sämmtlicb unter den 
Identitäten, welche die ursprüngliche Gleichung ausspricht. Die 
neue Gleichui^ spricht nämlich diejenigen Identitäten aus, welche 
man erhält, wenn man die hinzuzudenkende vollkommen willkür- 
liche Bedingung y so auffasst, als wäre sie aus v und einer be- 
liebigen anderen Bedingui^ zusammengesetzt. Dieses Hinzusetzen 
eines und desselben Bedingungssymbols zu den sämmtlichen Sym- 
bolen einer Gleichui^ zwischen Bedingungen, ist vom Verfasser 
„symbolische Multiplication jener Gleichung" genannt (Lit. 8). jDas 
Verfahren der symbolischen Multiplication involvirt also keine sach- 
liche Aenderung; es führt aber zu einer specielleren Interpretation 
der Gleichungen, indem es die Dimension der Formel erhöht, und, 
die Dimension der hinzuzudenkenden Bedingungen um ebensoviel 
emiedr^t. Beispielsweise multipliciren wir die oben angeführte 
Gleichung 

1) P-,«V-«.(t^ 

mit F. Dann kommt: 

3) P^^fivP-n.^^F. 

Multipliciren wir ferner mit {iv und mit (t^, so erhalten wii-: 

4) (IV P — (i^v^ — n . ^^v 
und 

5) !i^P^(i.^v, 

wo bei 5. rechts der Subtrahend «.^it* fortgelassen ist, weil keine 
Plaucurve existi]-t, deren Ebene durch 4 beliebig gegebene Punkte 
gehen könnte. Aus 3,, 4., 5. folgt nun durch Substitution: 

6) P' = (i?v^-2.n.(i^v. 

Wir konnten die Gleichung G auch direct aus Gleichung 1 
ableiten, indem wir auf beiden Seiten quadrirten. üeberhaupt 
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f/elten in unserem BedingungshaJkiil alle arUkmetischen Regein, welche 
aus Addition, SubtracHon und MuÜiplication allein sich ergehen. 
Da die auftretenden Gleichangen meist lineare gange Functionen 
von Bedingungen gleidier Dimension einander gleich setzen, so ist 
eine Verwechselui^ einer symbolischen Multiplication mit einer 
wirklichen Multiplication kaum zw befßrchten. Trotzdem unter- 
scheiden wir, der grösseren Deutlichkeit wegen, die beiden Multi- 
pljcationen häufig dadurch, dass wir bei wirkHchen MultipUcationen 
einen Punkt als Multiplicationszeichen setzen, bei symbolischen 
Multiplicationen dagegen nicht. Erst im sechsten Abschnitt kommen 
Formeln vor, in denen Bedingungssymbole theils durch symbolische, 
theils durch wirkliche Multiplication verbunden werden. 

Der Kürze wegen schi'eiben wir Bedingungen, die allen Gliedern 
einer Summe gemeinsam sind, auch wie abgesonderte Faktoren, be- 
achten jedoch dabei, dass eine Gleichung zwischen Bedingni^en 
erst dann interpretirt werden kann, wenn jede OMgedmiete Midt^i- 
cati&n entweder eines Symbols mit einer Summe, oder zweier 
Summen wirklich avsgefükrt ist. Wir schreiben also z. B. 

können aber darunter nichts anderes verstehen, als: 

Eine st/mbolisehe Division, d. h, ein Weglassen eines und des- 
selben symbolischen Faktors aus allen Bedingimgssymbolen einer 
Gleichung führt nicht nothwendig zu einer lichtigen Gleichung, ist 
also im Allgemeinen nicht gestattet. Es ist z. B. richtig die Formel 5: 

jedoch wäre es falsch, wenn man daraus schliessen wollte: 
Pft-=f*^i' oder P^jiv. 
Häufig sclu-eiben wir auch bei eiuem Gebilde mit der ('on- 
stantenzahl c solche Gleichungen a^' Dimension, welche nur richtig 
werden, wenn allen «-fachen Bedingungen eine gewisse Sorte von 
(c — «)-fachen Bedingui^en zugesetzt wird, oder, was dasselbe ist, 
welche nicht für alle «-stufigen Systeme, sondern nur für gewisse 
unter ihnen giltig sind. Dann muss natürlich immer der GilUg- 
Jieitsb^eick der Gleichungen genau angegeben und es muss 
namentlich bei jeder symbolischen Multiplication mit einer Bedii^- 
ung s beachtet werden, ob sie auch mit zu den deflnirenden Be- 
dingungen der im Giltigkeitabe reiche liegenden Systeme gehört. 
Gilt eine Formol k'^' Dimension für alle ß-stufigen Systeme, so 
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nenne« wir sie aUgemeingiltig. Nicht allgemeingiltig, sondern nur 
giltig für gewisse Systeme sind z. B. in § 13 Nr. 14 bi,^ 17, 
ferner die Formeln der §g 25 und 26. "Wenn öbei- den Giltig- 
keitabereicli einer Formel nichts festgesetzt ist, so ist sie allgemein- 
giltig. 



Die Cileichungeii zwischen den Griindbediiigungeu jedes 
der drei Hauptelemeiite. 

Bis vor einigen Jabren studirte man von den Systemen der 
geomotriseben Gebilde fast nur die Punktsysteme, d. b. Curven und 
Flächen, und wegen des Prineips der Dualität auch wohl cUe 
Systeme tou Ebenen. Erst seit Kurzem erkannte man den Strahl- 
systemen gleiches Anrecht zu und bildete die Liniengeometrie aus. 
Ueber Systeme von anderen Gebilden aber, als von diesen 3 Haupt- 
elementen, existiren bis jetzt nur sehr wenig Untersuchungen (Lit, 9). 
Deshalb ist es zunächst wichtig, bei den 3 Hauptelementen die 
Beziehungen zwischen ihren Grundbedingui^en festzustellen. 

Für den Punkt p sind in § 2 die Bedingungen p, p,j, P de- 
iinirt. Dazu gesellen sich die zusammengesetzten Bedingungen f>^, 
ppg, ^. Besitzt ein Gebilde P nur einen einzigen Punkt p, so be- 
deutet nach den Festsetzimgen des § 2 erstens p^ die Zahl derjenigen 
Gebilde eines zweistufigen Systems, welche ihren Punkt _p auf zwei 
gegebenen Ebenen, also nothwendig auf deren SchnÜtgeraden haben, 
zweitens py die Zahl degenigen Gebilde, welche p auf einer ge- 
gebenen, Geraden haben. Nach dem Princip von der Erhaltung der 
Anzahl sind also die Zahlen p^ und p,j einander gleich. Da das 
zweistufige System ganz beliebig war, so ist also immer richtig 
die Gleichung: 

aus welcher durch symbolische Multiplication mit p folgt: 
2} P^ =ppg- 

Da femer ein Punkt, welcher sowohl auf einer gegebenen 
Ebene, wie auch auf einer gegebenen Geraden liegen soll, noth- 
wendig der Schnittpunkt beider sein muss, so ist: 

3) PPg=-P. 
Also ist auch wegen 2: 

4) f-R 
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llfit aber (las Gebilde r melirere mit p bezeichnete Punkte, 
uud bedeutet p für F die Bedingung, dasa r irgend tveMten Punkt 
p auf einer gegebenen Ebene habe, so darfp^ nicht gleicli p^ ge- 
setzt werden, weil ja die Bedii^fung p^ dann nicht bloa erfüllt 
wird, wenn ein Punkt p auf der Schnittgeraden der beiden Ebenen 
liegt, die durch die Bedingung ^ als gegeben hingestellt werden, 
sondern auch, wenn ein Punkt p auf der einen, und ein anderer 
Punkt auf der anderen der beiden gegebenen Ebenen liegt. 

Analog den Gleichungen 1 bis 4 erhält man für ein Gebilde, 
welches eine einzige Ebene e enthält, 

5) e^ — e^, 6) e^ — ee^, 

7) ee^ = E, 8) e' = E. 

Wegen der Gleichungen 1 bis 8 werden wir immer p^ statt 
Psr, p^ statt P, ^ statt e^, ^ statt E schreiben, wenn mit p resp. 
e nur ein einziger Pmikt des vorliegenden Gebildes bezeichnet ist 
oder wenn ein Mi ssver ständniss bei der Uebertragong der Beding- 
ungen unmöglich ist. 

Für den Strahl g haben wir in § 2- die Grundbedingungen 
9, 9^, 9p, 9>, <? 
kennen gelernt. Dazu gesellen sich noch die aus ihnen zusammen- 
gesetzten Bedingungen, Zwischen den 3 zweifachen Bedingungen 
9't 9pi 9^ besteht eine Gleiehur^, welche wir jetzt ableiten wollen. 
Besitzt ein Gebilde F einen Strahl g, so bedeutet g^ die Zahl der- 
jenigen Gebilde eines zweistufigen Systeme, welche ihren Strahl g 
zwei gegebene Gerade schneiden lassen. Diese Zahl bleibt aber 
{§ 4) unverändert, wenn man die beiden gegebenen Geraden sieh 
schneiden lässt. Dann aber erfüllt die Bedingung g^ erstens jedes 
Gebilde, dessen g durch den Sehnittpuntt gebt, zweitens jedes Ge- 
bilde, dessen g in der Schnittebene liegt, ausserdem aber kein Ge- 
bilde. Man hat also: 

9) g^-g^^g.. 

Ebenso erhält man leicht: 

10) <J9i>=9>, 11) 09» = 9.^, 

12) gg.^a, 13) g,.g,^(). 

Multiplicirt miui daim noch 9. mit g^ so kommt: 
14) 9^-9ffp + 9ffe, 

oder wegen 10 und 11 

lö) if-S-ä- 
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EiicUieh ethält mau durch symbolische Multip liciitioneii mit 
Benutzung von 12 und 13: 

16) G = i-.* = i// - (fgp - g'^g, ^gg, = \. g\ 

Natürlich kann man die in den Bedingangssyinbolen steckenden 
Anzahlen auch als Gradzahlen der von Punkten, Ebenen und Strahlen 
erzeugten Systeme auffassen. Beispielsweise kann man die Gleich- 
ung 9 auf folgende Weise in Worte fassen. Der Grad ä(w Lmieii- 
fiäche aller derjenigen Strahlen, welche einer Congruene und mghich 
einem spedellen linearen Coniplexe angehören, ist gleich der Summe 
von Biindelgrad und Feldgrad der Congruens, d. h. gleich der Summe 
der durch einen gegebenen Punkt gehenden und der in einei^ ge- 
gebenen Ebene liegenden Strahlen. 
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Zweiter Absclinitt. 
Diu 1 II c i d e 11 z fo r m e 1 n. 



Die Iiicideiizfüriiiülu fiii- Punkt und Strahl. 

Den Ilauptelementen schliesseii sich als üächat eiüfaulie Gebilde 
die Incidmsm <ui, d, h. diejenigen Gebilde, welche aus awei ver- 
schiedenen Hauptelementen zusammei^esetzt sind, die eine gewisse, 
inciäent genannte, specielle La^e zu einander haben. Incident heisseii 
nämlich (Lit. 10): 

1. i\(«Äi imd Strahl, wenn der Punkt auf dem Strahle liegt, 
oder, was dasselbe ist, der Strahl durch den Punkt geht; 
% Ebene ttnd Sirahl^ wenn der Strahl in der Ebene liegt; 

3. IhtnJct und Ebene, wenn der Punkt in der Ebene liegt; 

4. StraM tmd Strahl, wenn die beiden Strahlen sich sclmeideiu 
Alle Gleichungen zwischen den Grandbedingungen jeder dieser 

4 Incidenzen nennen wir Incidensformeln. In diesem Part^rapheu 
stellen wir nur die Incidenzfoi-meln für Punkt und Strahl auf. 

Irgend ein Gebilde besitze einen Strahl g und auf demselben 
einen Punkt p. Dann lassen sich 4 auf p und g bezügliche, zwei- 
fache Bedii^ungen angeben, nämlich: 

P% (fe, 9p, Pff- 

Das Symbol pg bezeichnet nach den Festsetzungen der §§ 2 
und 4 die Zahl derjenigen Gebilde eines Systems, welche ihren 
Punkt p auf einer gegebenen Ebene haben imd zugleich ihren Strahl 
g eine gegebene Gerade schneiden lassen. Diese Zahl ändert sich 
nach dem Princip von der Erhaltung der Anzahl (§ 4) nicht, wenn 
wir die gegdiene Gerade in die gegebene Ebene legen. Dann aber er- 
füllt die Bedingung pg erstens jedes Gebilde, dessen Punkt p auf 
der gegebenen Geraden liegt, zweitens jedes Gebilde, dessen Strahl 
g in der gegebenen Ebene liegt. Daher ist aligemein: 

oder, insofern man p^ statt Pg setzen kann (§ 6) 

1) pg-p^ + s^- 
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Aus dieser wichtigen Formel und der ihr dual entapre ch enden For- 
mel folgen durch symbolische MulbipHcationen schliesslich alle 
(Ihrigen Ineideuzfomieln. Unser Bedingungskalhül äispendrt «ws also 
schon nach einmaliger Anwendung des Princ^ wn der Urhaliung der 
Ansahl von allen weiteren geomdrischcn üeherlegimgen. Mnltipliciren 
wir die Formel 1 symbolisch mit p und mit g, so erhält man nach 
Benutzung der Formeln des § 6: 

P^g ==!>' +P'J. 
und 

pge+pgp-p'g+g,, 

woriius man durcJi Addition erhält: 

II) V9p-f + 9-^- 

Um die Formeln vierter Dimension zu erhalten, nuiltiplicJreii wir 
Formol 1 symboliscli mit p^, mit g^ und mit y„. Dami kommt: 

p^g ^ -hp^g, , 

P9^=-p^9p + 0, 

also: 

III) pg, =p^9p ^G+p^g = G + p% . 

Die Formehl iiiiifter Dimension enthalten nur Selbstverständliches, 
z.B. 

p^g^ = und p^gp^p^g,^pG 

Die eben abgeleiteten Incidenzformeln, von denen man sieh beson 
ders die mit römischen Nummern versehenen meiken mig, huden 
überall Anwendung, wo gegebene Bedingungen -iioh auf einen Rtiahl 
imd einen Punkt beziehen, der dem Strahle mtident ist Wn heben 
in den folgenden Paragraphen einige besondeis nahehegende An 
Wendungen üervor. 



Ainveinlung der Incidenzformeln I, II und III auf die Incidenz 
einer Tangente mit ihrem Berührungspunkt. 

Indem wir unter g jede Tangente einer Baumottrve, unter p 
ihren Seruhrmigspmikt verstehen, gewinnen wir aus jeder Formel 
des § 7 eine Formel zwischen Bedingungen, die einer ßaumcurve 
auferlegt sind, wenn wir nur die dort auftretenden Symbole in 
richtiger Weise auf die Raumcurve übertragen. Da die ßaumcurve 
ein einstufiges System von Gebilden besitzt, deren jedes aus einer 
Tangente und ihrem Berührmigspunkte besteht, so wird aus einer 
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Bedingung, welche in § 7 «-fach ist, bei <Ier Uebertragiuig iiut' die 
ßaumcurve eine (i— l)-fache. Beispielsweise wird aus 

1. g, die einfache Bedingung, dass die Curve eine gegebene 
Ebene berühre; 

2. x^ "äie Bedingung, dass sie eine gegebene Gerade schneide; 

3. jo^ die Bedingung, dass sie durch einen gegebenen Punkt gehe; 

4. g^ die Bedingung, dass sie eine gegebene Ebene berühre und 
die Tangente des Berührungspuiilites durch einen auf der Ebene 
gegebenen Punkt schicke; 

ö. x>^gp die Bedii^ung, daas sie eine gegebene Gerade schneide 
inid dabei die Tangente des Schnittpunktes durch einen gegebenen 
Punkt schicke. 

Es wird genügen, weim wir nur bei einigen Formeln des § 7 
die üebertragung auf die Raumcurve in Worten angeben. 

Die Formel I 

pg=-f + g, 

liefert den häufig angewandten Satz (Lit. U); 

„Addirt rmm bei einem heHebigen einstufigen Systeme von Cunmi 
die Zahl der eine gegebene Gerade schneidenden und die Zahl der eine 
gegdiene Ebene ieruhrenden Oti/rven, so ist die Summe gleich dm" Zahl 
derjenigen Gurven des Systems, welche eine Ebme so scJmeideii, dass 
die Tattgente des ScJinit^nktes eine gegebene Gerade scknädet, oder, 
was dasselbe ist, gleich dem Grad d^ Curve der Berührwngspunlde 
aller mte gegd>ene Gerade schneidenden Tangeitten, oder, was auch 
dassdbe ist, gleich dem Grad der Linimfläche derjenige» Tangenten, 
tvelcke in den Schnittpunkten der Baumairvmi mit einer gegebenen 
Ebene berühren." 

Dieser Satz lässt sich leicht auf Plancurven übertrafen (Iilt. 11). 

Die Pornml n des § 7 liefert für jede ßaumcurve den Satz: 

yÄädirt man bei einem zweistufigen Systeme von Saumcurven 
die Zahl der dwch einen gegätenen Funkt gehenden und die Z<M der 
irgend einen Strahl eines gegebenen StraJdMschcls berührenden Baum- 
cwrvm,, so ist die Summe gleich dem Grade der Curve, welche gebildet 
wird t/On den BerOhrtmgspunhten aller durch eiitm gegebenen FimH 
an Batimcurven des Systems gesogenen Tangenten'^ (Lit. U). 

Die Forme! in des § 7: 

P^Sp-P^S^ + (^ 
liefert den Satz: 

„Addirt man bei einem dreistufigen Systeme von Eamncurven 
die Zahl der eine gegä>ene Ebene in eiitem gegebenm Funkte berühren' 
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den Bcmmmrven und die Zahl der eine gegebene Gerade berältrenden 
Ratimcurven des Systems, so ist die Summe gleicli dem Grade der 
Fläche, welche gebüäet wird von den Berühnmgspimkt&n aller dv/rch 
einen geg^cnen Fimlit an "Raumcxirven des Systems gesogmen Tan- 
gentcn." 

Vei'stehb man unter g jede Tangente einer Fläche imtl unter jj 
den zugehörigen Berührungspunkt, so besitzt eine Fläche ein drei- 
stufiges System solcher aus g und j> bestehenden Incidenzen. Folg- 
lich wird jede i-facbe Bedingung des § 7 für die Fläche eine 
(i— 3)-fache Bedingiuig. Also liefert die Foiinel II des §7, welche 
dritter Dinieuaion ist, eine Beziehui^ zwischen nullfachen Beding- 
ungen, d. h. zwischen Anzalilen, die sieh auf ein nidlstufiges System, 
d. h. eine endliche Änzalil von Fläclien, also speciell auch auf eine 
einzige gegebene Fläche beziehen. Da die Bedingung p^ gar nicht 
ei-fiillt werden kann, so liefert Formel II den bekannten Satz: 

„Legt mau von einem beliebigen Funide des Ramnes an eine 
Fläche die od ^ Tangenten, so bilden ihre BerührungspirnJäe eine üurve, 
deren Grad gleich dem Range der Fläche ist, d. h. gleich der Zahl 
der einem gegebenen Strahlbiischel angekörigen Tangenten." 

Foi-mel ni liefert für eine Fläche den Satz: 

„Addirt man bei einem einsiaßgen Flächensysteme die Zahl der 
dureh einen gegebeiien FimM gehenden Flächen imd die Zahl der eine 
gegebene Gerade berührenden Flächen, so ist die Summe gleich der 
Zahl derjenigen Flächen des Systems, welcJte eine gegebene Gerade so 
sehneiden, dass die Tangente im SchnittpitnM durch einen gegebenen 
Funkt geht." 

§9. 
Weitere Beispiele zu den IneidenKfurnielii I, II, 111. 

1. Es sei g jeder Strahl einer gegebenen Coiigrueiiz, p Jeder 
der beiden auf ihm liegenden Brennpunkte, so dass jeder Strahl 
der Congruenz zwei Incidenzen bestimmt. Dami Uefert die For- 
mel I den Sak: 

„Addirt man. die doppelte Zahl der in einer gegebenen Ebene 
liegenden Strahlen einer Congruenz za dem Grade ihrer Breim- 
fläche, so ist die Summe der Grad der Cui-ve, die gebildet wird 
von allen denjenigen Bremtpunkten , weiche auf den eine gegebene Ge- 
rade schneidenden Gongruensstrahlen liegen." 

Formel II liefert einen analogen Satz für einstufige, Formel III 
für zweistufige Systeme von Oongnienzeu. 
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2. Wenn drei Punkte a, h, c aiif einem und demselben Strahle 
ff liegen, so bestellt zwischen den Grundbedingungen von a, b, c 
eine Gleichung dritter Dimension, welche die Grundbedingunffen des 
Trägers g nicht mehr enthält. Man findet diese Gleichiii^, indem 
man ans den drei durch Formel I gelieferten Gleichungen 

ag--a^ + g,, 
bg^b' + ge, 
cg^c^ + 3^, 
g und ge. eliminirt, dabei jedoch nur addirt, subtrahirt oder multi- 
plicirt, aber nicht dividirt {cf. § 5). Wir multiplieiren also die 
erste Gleichung mit & — e, die zweite mit c — a, die dritte mit a — b 
nnd addiren die erhaltenen Gleichungen. Dann ergiebt sich: 

0^a^(h-c) + b^(c-a) + (^(ß~b), 
wofür man auch schreiben kann: 

{a-b){b^c){c-a)^0. 
Es war vorauszusehen, dass die gesuchte Gleichung für a = h, 
für b — c und für c = a erfüllt werden muss, weil 3 Punkte immer 
in gerader Linie liegen, sobald zwei derselben identisch sind. ■ 

3. Wir betrachten das Gebilde, welches aus zwei sich in p 
schneidenden Strahlen g und h besteht. Diesem Gebilde, welches 
die Constantenzahl 7 hat, legen wir die sechsfache Bedingung (/,A, 
auf und wenden die Formeln 11 und ITT an. Dann kommt nach- 
einander: 

ff,h=(j>gp-p'^)ipK-P^ 

-^9x,K--{G->rp^g.)hp 

- GK +p'ff'K = GK + ff^ {H+p'h) 

^Gk^ + Sg„ 

ein leicht in Worten auadriickbares Resultat, das wir sofort weiter 

verwerthen wollen. 

4. Wir betrachten das räumliche n-Ech mit den n Seiten 

d. h. das Gebilde, welches aus den n Strahlen ^j, g^,...g^ so zu- 
sammengesetzt ist, dass der erste Strahl den zweiten, der zweite 
den dritten, der dritte den vierten u. s. w., der letzte wieder den 
ersten Strahl schneidet. Diesem Gebilde, welches die Constanten- 
zahl 3.n hat, legen wir die 3.M-fache Bedingung 

■gugi>g3,gt.,---gn, 

auf Die durch diese Bedingung bestimmte Anzahl ergiebt sich bei 
Anwendung des oben in 3 geftnidenen Resultates ohne Weiteres. 
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Man hat näralich dann: 

+ guG^gi,...g^,. 
Nun erkeiuit man leicht, dass das räiimliche «-Eck durch jetle 
der beiden rechts vom Gleichheitszeichen stehenden Bedingungen 
1-dentig bestimmt ist, vorausgesetzt, dass «>3 ist. Ist w = 3, so 
ist 17160233*= 1, aber G^iJ/ap6'3s = 0, weil dann duret den Punkt 
der Bedingung g2p kein Strahl gelegt werden kann, der die beiden 
durch 0^93, festgelegten mid in derselben Ebene liegenden Strahlen 
schneiden könnte. Also ist nur für w>3: 

gug2,gs>..-gn.-2. 

Es giebt demnach 2 räumUche n-Scke, deren n Seiten- m n gp- 
gehmm Strahlhüscheln liegen, wenn >3 ist. 

Um eine weitere Anzahl für das räumliche «-Eck ku •bestim- 
men, bezeichnen wir seine «-Ecken mit 

«i, a^, %,...»„, 
so dass f[[ der Sclmittpunkt von g^ und g^, a^ der Schnittpunkt von 
92 >^md 9^ u. s. w-, «» der Schnittpunltt von g„ und g^ ist. Dann 
legen wir dem räumlichen «-Eck die 3. «-fache Bedingung 

aia^as...a„gij,g2p...ff^p 
auf und wenden die Incidenzformel 11 an. Dann kommt: 

= « + 3i.)« + 320(V + 3as) ■■-(«'." + y-^)- 
Nach Ausführung der angedeuteten Multiplieation ]-echts wüi-df 
uian 2" Glieder erhalten, von denen nur 

und 

gug^igsi^-'-g-^ 

von null verschieden sind, weil alle übrigen Glieder eine nicht er- 
füllbare Bedingung entlialten, nämlich die, daas ein Punkt, etwa 
«21 gegeben sein soll und zugleich ein durch ihn gehender Strahl, 
dies ist dann g^, in einem gegebenen Strahlbüschel liegen soll. Nun 
ist aber 

und, wie oben gezeigt ist, für )z>3: 

gug2.-..9^, = 2. 
Also ist für w>3: 

aia^...a„9t^92p---gni,^'i- 
Für « = 3 erhält man dagegen: 

Dieses Resultat kami in Worten etwa so ausgesprochen werden: 
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„Bewegmi sich hei einem räundichen n-Eck alle Ecken mit Aus- 
nahme emer einsigen auf n — 1 festen Ebenen , während seine n SeOen 
beständig durch n feste JPwnkte gehen, so beschreibt die avsgeschieäene 
Ecke eine Baumeurve dritter Ordnung, wenn n'^3 ist, einen Kegel- 
schnitt, wenn « = 5 ist." 

Man beachte, das3 der Beweis dieses Satzes ohne Weiteres 
aus den Ineidenzformelii folgt, also kein anderes, der Algebra ent- 
lehntes Priucip erfordert, als das von der Erlialtinig der Aiizalil (§ 4). 



§ 10. 
Die übrigen- liicidenzformeln. 

Dem in § 7 behandelten Gebilde', welches aiis einewi Stralile 
und einem darauf liegenden Punkte besteht, entspricht ducd das 
Gäyilde, toelches aus einem StraMe und einer durch iJm gehenden 
Elbene besteht. Die für dieses Gebilde geltenden Incidenzfomieln 
können also aus den in § 7 abgeleiteten Formeln direct abgelesen 
■werden. Die Ebene heisse c, der auf ihr liegende Strahl g. Dann 
hat man Kunäehst: 

IV*) eg^gp + c^, 

oder, insofern c^ für e^ substituirt werden darf (§ 6) 

IV) «»-?,+ «■. 

Daraus folgt: 

e^g-egp + ^, 
und namentlich: 

V) ege = 3» + e*) 
ferner die Formel vierter Dimension: 

VI) r^g ^fg ^G + c\i = (? + e^d, 

Die diitte dei 4 m § 7 mgefiihrlen Incidenzen besteht mfi 
nner Ehene e umd eine^n in deibtlhen befindltcJien Punkte p Die For 
mein zwischen den Grundbedingungen diesei Ineiden? «halt min 
durch blose Rechnung aus den bishei aufgestellten Foimeln, indem 
min beachtet, daNS, wenn dei Punlit p luf dem Stiahle g liegt, 
und diesei Stiihl g m dei Ebene e hegt, dei Punkt p auf die 
Ebene e fallen mus\ M^n hit also sowohl 

P'J—f + ff 
wie luch 
. ^ __ eg^e^-h g^. 

* Die römi soll eil Nununern acliliessen sieh iiii tlin Numiiienj des § 7 an. 
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Aus beiden folgt, womi man die erste Gleichung mit e, die 
zweite mit p multiplicirt, und beachtet, dass dann, die Unten Seiten 
identisch werden: 

Nun substituirt man nacli Fonnel II und Formel V für e//, und 
pgp. Dann kommt: 

/e + £', + e^ = eV + ä'.-(-#, 
oder 

VII) y-p^e+pe^-e= = 0. 

Aus dieser wichtigen Incidenzformel folgt durch symbolische 
Multiplication mit e oder p die Formel vierter Dimension: 

Vin) p^e-pV+i>e^=.0. 

Durch nochmalige Multiplication mit p oder e erhält man das 
selbstverständliche Resultat: 



Die vierte der in § 7 angeführten Incidenzen besteht atis zwei 
»ieh schneidenden Strfdikn. Dieselben mögen ff und h heissen und 
sieh in p schneiden. Dann gelten nach I, II und III die Formeln: 

9e = pff-p% 

Jie=ph-~p\ 

K'^php—p^, 

Multiplicirt man die erste dieser 6 Gleichungen mit 1, die zweite 
mit — h, die di-itte mit hp, die vierte mit gp, die fünfte mit — g, 
die sechste mit 1, und addirt die dann entstandenen 6 Gleichungen, 
so erhält man: 

K) G~ff.h + gehp + gphe-ff}h + ff^O. 

Dieses ist die Formel niedrigster Dimension, die zwischen den 
Grundbedingui^en zweier sich schneidender Strahlen besteht. Durch 
Multiplication derselben mit Ä, ke, hp entstehen die Formeln fünfter 
und sechster Dimension: 

S) 6h -g,Qip + h;)-\-igp+fu)}u-gH^O. 

XI) GK~g,h. + ffpH^O. 

XIT) Ghp-gJh + geH'-O. 

Die Formel XII haben wir schon im Beispiel 3 des § 9 keimen 
gelernt. Die Multiplication dar Foriuel IX mit A, giebt das selbst- 
verständliche Resultat: 
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Jede von den eben durch symbolisches Bechnen gewonnenen 
Formeln kann natürlich auch geometrisch abgeleitet werden. Frei- 
lich ist dieser Weg meist viel umständlicher. Beispielsweise geben 
wir eine geometrische Herleitung der Incidenzformel VII. 

Das Gebilde, welches aus einer Ebene e und einem darin be- 
findlichen Punkte j} besteht, hat die dreifachen Grundbedingungen 

Zu diesen fi^en wir die dreifache Bedingung pe'*, welche aus- 
sprechen soll, dass die Ebene e durch eine gegebene Gerade geht, auf 
welche zugleich der Punkt p liegt. Dann betrachten wir die Be- 
dingung p^e und legen den gegebenen Punkt der Bedii^ng e in 
die gegebene Gerade der Bedingung p^. Dann erfüllt die Beding- 
ung p^e erstens jedes Gebilde, welches seinen Punkt p in dem 
gegebenen Punkte besitzt, welches also eine Bedingur^ p'^ erftÜlt, 
zweitens aber auch jedes Gebilde, welches seine Ebene e durch die 
gegebene Gerade schickt und zugleich seinen Punkt p auf ebendie- 
selbe Gerade wirft, welches also eine Bedingung pe erfallt. Man 
. hat also : 

XIII) p^e=p'^+pe. 
Folglich gilt auch die dual entsprechende fc'ormei: 

XIV) pe'-e' + 'pe. 

Aus beiden Formeln resultirt die gesuchte Formel VII durch Elimi- 
nation von pe. 

Man kann das Gebilde, welches aus der Ebene e und dem 
darin befindlichen Punkte p besteht, als einen SiräliJbüschel be- 
trachten, dessen Scheitel p waA dessen Ebeaie c heisst. Dann be- 
deutet das neu eingeführte Symbol pe die iledingung, <l"sn da- Stinhl- 
hüsnJiel eitien yegebeneK Strahl enthalte. 

§ 11. 
Beispitile zw den Incidenzforiiieiii IV Ms XIV. 

Beispiele zu den Incidenzformelii IV bis VI kann man durch 
duale Uebertmgung der in §§ 7 und 8 betrachteten Beispiele er- 
halten. Zur Einübung der übrigen Incidenzformeln mögen folgende 
Beispiele dienen. 

* Dieses Symbol l'fli' die oben angegebene Bedingung behalten wir in 
allen folgenden Abschnitten ebenso bei, wie die in S 2 deflnii-toii Beilingnngs- 
symbole (Idt. 12). 
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34 Zweiter Absehnitt. 

1. Jede Fläche besitzt ein zweistufiges System von Gebiiden, 
deren jedes aus einer Tangentialebene e und deren Berührungs- 
punkte p besteht. Ein einstufiges System von Flächen besitzt also 
ein dreistufiges System solcher Gebilde. Auf dieses wenden wir 
die Formeln XIII und XIV an. Aus p^ wird für die Fläche die 
Bedingung ft, durch einen gegebenen Punkt zu gehen, aus f^ die 
Bedingung p, eine gegebene Ebene zu berähren, aus pe die Be- 
dingung V, eine gegebene Gerade zu berühien Folglich steckt in 
Formel SIII der Satz: 

„Addirt mem bei einem einsiufigen Fladiensysfen/f die Zahl [i dei 

■ durch einen geg^enen PaM gehenden Flocken imd die Zahl v der 

dne gegdiene Gerade heruhrenden Flächen, so ist die Summe der Giad 

der Flädie der Serülirtingspunkte auf allen denjenigen Tamjentwiehenen , 

ivelehe von nnem gegebenen Punkte <m alh Flachen des Hy^tem^ gr 



Analog erhält man aus Formel VHI den folgenden Satz: 
„Addirt man bei einem mmstufigen Flächensysieme die. Zahl der 
eine gegebene Gerade in einem gegebmen Funkte, und die ZaM der 
eine geg^>ene Gerade in einer gegebenen Tangentialebene berühren- 
den Flächen, so ist die Summe der Grad der Fläche der BerUhnrngs- 
pimkte a/uf allen derjenigen- Tangential^xmen, welche durch eine ge- 
gebene Gerade an alle Flächen des Systems gezogen werden können." 

2. Bezeichnet man bei einer Eaumcurve jede Schmiegm^sebene 
mit e und ihren Berülirungspunkt mit p, so giebt Formel VII 
den Satz: 

„Addirt man hei emem zweist/ti^gen Systeme von Baumeurven die 
Zahl der dwch einen gegebenen Fitnkt gehenden limimcurven und den 
Grad der Omve der Berührungspmkte auf aUen Schmiegungsebenen, 
die durch eine Gerade gelegt werden hörnten, so erhält man dieselbe 
Summe, als iverm man addirt die Zahl der eine gegebene Ebene oscu- 
ürenden Smimeumen mt dem Grade der Fläche der SerOkrungspwikte 
auf allen Schmiegungsebenen, welche von einem gegebenen Punkte an 
die Baumewnen des Systems gesogen wes-den himnen." 

3. Ein zweistufiges Flächensystem enthält ein vierstufiges System 
von Gebilden, deren jedes aus 3 in einan und demselben Punkte be- 
rührenden Hawpttangenten besteht. Auf dieses System wenden wir 
die Incidenzformel IX an: 

(G + H) + (g,h, + ii.h,;) - (g.h + ,jh.). 
Dann erluilten wij- den Satz: 
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„AdäiH man bei einem swmtufyen Flächmsysteme die Zahl der 
Flächen, welche eine gegebene Gerade als Ma^tttmgenie Haien, im der 
Zahl der Flächen, welche die eine von mm mtsommengehörigen Sa/upt- 
tangentm durch einen gegebenen Punld schicken %ind die andere im eine 
gegebene Ebene tverfen, so erhält mmi den Grad der Lmienflädte, die 
gänldet wird von allen Saupttafigenten, weiche mit einer in einem ge- 
gebenen Strahlbüschel liegenden Saiipttangente zusammengehören." 

Die Incidenzformeln können in inaiiniclifaclier Weise benutzt 
werden, um Foimeln zwiselien GrmidlJedii^ungen für alle diejenigen 
Gebilde aufzustellen, welche aus einzelnen Hamptelementen zusammen- 
gesetzt sind. Hierzu liefern die folgenden N^ijnmem Beispiele. 

4r. In einer und derselben Ebene e mögen 4 Punkte a^, a^, «g, 
a^ liegen. Um dann die Formel niedrigster Dimension zwischen 
den Grundbedingungen von «j, a^, %, a^ zu finden, hat man die 
Grundbedmgungen e, p}, ^ aus den folgenden 4 Gleichungen (Tn- 
cidenzformel VII) zu eliminiren: 

a-^ — a^e + «j e^ — e'' = 0, 
a^ — a^e + n^e^ — e* = 0, 
(tj* — t*B^^ ■!■ '*3^^ — e^ = 0, 
V-Ve + »ieä — e* = f'- 
Die Elimination liefm-t, dass die symbolisclie Üeterminant.e 
a^a^a^ 1 ! 
a^a^a^ 1 
a^a^a^ 1 
a/ß/a^ 1 

verschwbiden muss oder, was auf dasselbe hinauskommt: 
(«1 - <h) («1 - «3) («1 - «4) {«2 - %) K - «1) K - «4) - {Lit. 18). 
Das Vorhandensein jedes der 6 Faktoren linka konnte voraus- 
gesehen werden, da 4 Punkte immer in derselben Ebene liegen, 
wenn zwei von ihnen zusammenfallen. 

5, In einem Strahlbüschel .^ dessen Scheitel p und dessen Ebene 
e heisst, mögen die Strahlen g und h liegen. Dann beateheji 
«wischen den auf p, e, g, h bezüglichen Grundbedingungen eine 
Reihe von Gleichungen, welche aus den Incidenzformeln I bis VI 
folgen und welche ich schon in den Math. Ann. Bd. 10 pag, 326 u. 
327 erwähnt habe. Von diesen Gleichungen mögen die folgendeii 
hier Platz finden, 
■a) gp^eg~-e^, 

b) g^'-'pg-p'^. 
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Da 

ist, so kommt 

c) fj,^peg - iße^ ■\-p^) --pe(/ - (p^e + e") =peg - (p^ + c? +p(.). 
Da 

a^p^Qp-p^O ^p" {eg - e?)-p^g 

ist, so ist auch 

d} G-^{p^e-p^)g-ph^^peg-p^e\ 

l'eMiei: : 

pegh'={p''+g,){e^ + hj,) 

=p*e^ + H+ G + e^h + p'^g + gpK; 
peghe - (p^ + 9,) (e* + h) 

= e^p^ + gji, +pS+ eG; 
p^e^gh '^peG + peH+pegphg 

= peG +peH+ (g^ +y) {h + e') 
=2-ieG + peII+g,h,, 
6. Wir betrachten, wie bei 5, zwei Sfcrahleu g und /*, die sich 
in p sehneiden mögen und deren Schnittebene e heissen mag, und 
stellen uns dann die Aufgabe, alle Symbole von der Form 

g'^h", 
wo m oder n oder beide grösser als 1 sind, durch Symbole aus- 
zudrücken, welche nur p, e und die ersten Potenzen von g und /( 
enthalten. Wir erhalten zunächst durch Addition cTer Formeln a) 
und b) unter Nr. 5: 

a) g'^9ij>^e)^{s'^e% 

b) h^^h{^ + e)-(:p' + <•?). 

Man multiplicire diese Formeln mit g und A luid ersetze sofort 
die rechts erscheinenden Sympole g^ und A* durch die rechten Seiten 
der Formeln a) und b), und wende dann dasselbe Verfahren immer 
wieder von neuem an. Dann ergiebt sich nach und nach: 

d) g^h '=pg'h + egh —p% — e^h, 

e) /'=2.i)ejf-2._pV, 

f) fh = 2pegh-2.peh-2.pH-2.eni, 

g) g^h^ -=p^gh-\-2 .pegh-\-i?h^ — 2 .peg - 2 .p<:h -'2 .'ff'g - 2.(?g 

-2 .p^h-2 .ff'h-\-2 .p^e\ 
h) g*'li — 2.peg}i — 2.p^eVi, 
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i) g^P -= Apegh + 2 .^gk -f- 2 . e^gh — 2 .p^e^g -- 4 . j^^e^/t + 4 .^e^, 

1) g^h^ — 4 .p^e^gh — 4 .p^^g — 4 . p^<?h, 
m) g*'k^^4.p^^gk, 
und ausserdem die aus diesen durch Vertauschung von g und h 
hervorgellenden Formeln. Diese Gleichungen kann man verwerthen 
bei der Berechnung der S enthaltenden Äusartungssymbole in § 23. 

7. Wir betrachten das Gebilde, welches aus drei Strahlen be- 
steht, die sich in einem und demselben Punkte p seimeiden, und 
dabei in einer und derselben Ebene e liegen. Es bezeichne für 
dieses Gebilde: 

V die Bedingiuig, dass irgend einer der drei Strahlen eine 

gegebene Gei-ade schneide, 
Vg die Bedingung, dass jeder von zweien unter den drei Strahlen 

eine gegebene Gei'ade schneide, 
Vj die Bedingung, dass jeder der drei Strahlen eine gegebene 

Gerade schneide. 
Dann lassen sieh alle höheren Potenzen von v vermöge der In- 
cidenzformeln ausdrücken durch 

p, e, V, Vj, v^. 
Man erhält nämlich nach und nach: 
v* = V2 + vp-i-ve — 3p^ — 3 e", 

v^ = ^ä + 3 v^p + 3 v^e — 6 vp^ + 2 vpe — 6 ve^ — Gpe — (ip^ — 6 e^, 
v* = 6 Vgp + 6 Kflg — 3 v^p^ + 14 v^pe — 'S v^e^ - - 38 vpe — 40 vp^ 

-40i'e» + 30pV, 
v^ = 15 VsP^ + 50 Vspe + 15 v^e^ - 30 v^pe - 60 v^p^ - 60 Vg e» 

-S0vip'e^ + 240f^, 
ys^ 360 v^+ 180 v^f + 180 v^^ - 500 v^p^e^ + 560 vp^e% 
v' = 1120 VgpV - 2520 v^ph\ 
t,8 = 4200v3pV. 

Die sehr leichte direct geometrische Herleitung der letzten 
dieser neun Formeln liefert eine Besfcätigang, denn 

^3= 8^. (8 ^4)3. 2. 2 + 84. (8 -4),. ^.2. (1 + 1) 
+ 83 . (8 - 3)s , i . 2 . 2 . (1 + I) = 4200. 
Diese Gleichungen lassen sich z. B. bei der Berechnung der t 
enthaltenden Aus artungs Symbole in § 23 verwerthen, 

8. Für das in einer Ebene ;* liegende Dreiseit bezeichne /'jede 
der drei Seiten. Dann lassen sieh die t 
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f^fe"^ WO m-f-ra>3 ist, 
durch ft und durch die Symbole 

f"fe^, wo )M + « <^ 3 ist, 
ausdriielien. Man erhält nämlich durch die Incidenzformehi, wie in 
Math. Ann. Bd. 10 pag. 37—42 ausführlieh abgeleitet ist (Lit. 14); 

n - 3 ff.' + 6 ^f /; - 7 m/.' - 18 f'ff, - 3 ^T + 30 1.Y., 
/■• _ 16 ff.' + 60 pf /, - 60 rf» + 15 p'/» - 210 ^Y/i - 90 pT 
+ 360(iY.; 

/Y," - ff + s (./-ff - 10 f.' f.' + («YY. - er - 8 (.Yf., 

f A - 3 f.- + 26 ^ff.' + 21 ^YY. - 72 f.' f.' - 6 pY" - 102 l^'ff., 

f~mf,'+ 166(.Y,"+ 196(.'/'/;-545(.Y.' - 15(.Y'-990pY/.i 
ff.' - 3 p/,' + 3 ^Y/.' - 3 cYY, - 12 cY.", 

ff.' - 8 ^ /;• + 21 ^Yff -- 6^'f^f.-s6 ff f.; 

ff, - 35 ^ff + 130 f.' ff,' + 5 r?ff - 426 pYA 
f ' - 210 ff:- + 910 ^Yff + 210 v.'ff, - 3150 (.Yi'; 

/■.'-e^Y.'-Si.Y/;'', 

/"ff-12^Y.' + 3FYf.", 

/V,'-<i5pY/ + 46(iYf.', 

/•/; - 235 («Y.' + 346 ^Yff, 

/■■ - 1640 nY." + 2660 f'fff; 
fff-12lff,\ 

ff.'-iüf.'ff, 
ty.'-isof'f.', 
/Y.-io50(.Y.', 

f-1280f'f,'. 

Diese Gleichungen werden in § 25 bei der Berechnung der A und 
v' oder A und P' enthaltenden Ausartungssymbole gute Dienste leisten. 



§ 12- 

Dic Incidenzforiueln, angewandt auf die Haupteleiiienteii 

incidenteu Systeme Ton Hauptelementen. 

Während wir uns bisher nur mit den Fällen beschäftigt haben, 

wo ein einziges Haupteiement einem andern Hauptelemente ineident 

ist, untersuchen wir jetzt die Fälle, wo die säm/mtlicken Elemente 

Systems von Hauptelementen einem Punkte, einer Ebene oder 

nem Strahle incident sind. Ein solches System bilden z. B. die 

i'ämmtlichen Punkte einer Plancurve. Die für solche Systeme gütigen 
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Gleicliüiigen orgeben sieh oliue Weiteres aus unseren Iiicidennfonneln. 
Zunächst erledigen wir (He Fälle, wo nullstufiife Systeme von Haupt- 
elementen einem Pnukte, einer Ebene oder einem Strahle inci- 
dent sind, 

1. Liegen n Punkte p in einem und demselben Strahle g, so 
bestimmt ein und derselbe gegebene Strahl ff nicht eine, sondern 
n Incidenzen. Ferner hat man zu beachten, dass p, Pg, P die Be- 
dingungen bedeuten, dass irgend einer der n Punkte auf einer ge- 
gebenen Ebene, in einem gegebenen Strahle, in einem gegebenen 
Punkte liegen soll. Man darf daher hier ni^kf, wie dies sonst ge- 
schehen ist, p^ statt pg oder p^ statt P schreiben (cf. §§ 6 u. 7), 
weil dieses Mies Verständnisse hervorrufen konnte. Also geben unsere 
Incidenzformein I und IT: 

a) Pg = pg-n.g„ 

b) P-^pgp — n.g,, 

2. Gehen n Strahlen^ durch einen und denselben Punkt p^ so 
liefern die lueidenzfonneln I, II, III: 

a) ge—pg-n.p\ 

b) 9.-p9p-n.p\ 

ü) (^-p^gp-fg- 

8. tiehei) n Ebenen e durch einen und dejtselben Strahl y, ao 
bekommt man aus IV und V: 

a) e^ = eg-n.gj,, 

b) E^ege-n.g,. 

4. Liegen n Strahlen g in einer und derselben Ebene e, so be- 
kommt man aus IV, V, VI: 

a) gp = eg-n.e\ 

b) g, = eg,-n.e^, 

c) G = ^g,^^g. 

5. Liegen n Pmikte p in einer luid derselbeji Ebeno c, so liefert 
die Incidenzformel VII; 

P^epy — ü^p-\-n. ff', 
ix Ueheii u Ebenen e durch einen und denselben Punkt p, so 
erhält man aus VII: 

E^peg—p^e-^n .p^. 
7. Schneiden n Strahlen h einen luid denselben Strahl ij, so 
liefert die Tueidenzformel IX: 

S^ghs — gehp — ^pK + gsh~n.G. 
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Von den Fällen, wo ein mehr als niiüstufyes System einem Punkte, 
einer Ebene oder einem Strahle incident ist, haben wir nur die- 
jenigen zu erledigen, wo die Incidenzformeln zu einer Gleichnng 
zwischen mehr als zwei auf das System beziigliehen Bedingui^eu 
führen, da die übr^en selbstverständlich sind (Lit. 15), 

8. Die Bämmtlichen Strahlen eines einstufigen Systems von 
Strahlen, d. h. äner als Ort ihrer Tangenten aufgefassten Curve, mögen 
in einer und derselben Ebene ft liegen; und es möge a der ßang 
dieser Curve, d, h. die Zah! der Strahlen sein, weiche eine beliebig 
gegebene Gerade schneiden. Ferner sei p die Bedingung, dass das 
System einen Strahl in einer gegebenen Ebene besitze oder, was 
dasselbe ist, dass jene Curve eine gegebene Ebene berühre. Endlieh 
sei T die Bedingung, dass das System einen gegebenen Strahl ent- 
halte oder, was dasselbe ist, dass jene Curve eine gegebene Gerade 
berühre. Dann liefert die Incidenzformel VI die für alle dreistufigen 
Systeme giltige Gleichung: 

9. Eine zweite auf Plancurven bezügliche wichtige Gleichung 
erhalten wir durch Anwendung der Formel VII auf ein in einer 
Ebene fi liegendes einstufiges Punktsystem, d. h. auf eine als Ort 
ihrer Punkte aufgefasate Plancume. Wir bezeichnen mit a ihren 
Grad, mit v die Bedingung, dass sie eine gegebene Gerade schneide, 
und mit P die Bedingung, daas sie durch einen gegebenen Punkt 
gehe. Dann ist das Symbol p" der Formel VII durch P zu ersetzen, 
das Symbol p^e durch (iv und das Symbol j>e^ durch a.fi^, während 
für das Symbol e^ null gesetzt werden muss, weil die Bedingung, in 
einer gegebenen Ebene zu liegen, von einem mveistufigen Curven- 
systeme nicht eifüllt werden kann. Für jedes zweistufige System 
von Plancurven gilt daher die Gleichui^: 

10. 11. Den in 8. und 9. für Plancurven gefundenen Gleichungen 
entsprechen dual zwei auf Kegel bezügliche Gleichui^en, welche 
sich aus den Incidenzformeln m und VII ergeben. 

12. Für eine lAnienfläche, welche ihre oo^ Strahlen sämmtlich 
durch eine gegebene Gerade g schickt oder, was dasselbe ist, welche 
in einem speciellen linearen Complexe liegt, bezeichne a den Grad, 
T die dreifache Bedingung, einen gegebenen Strahl zu enthalten, 
t die zweifache Bedingung, aus einem gegebenen Strahlbüsche! 
einen Strahl zu enthalten, p die eiafache Bedingung, in einer ge- 
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gebeneii Ebene eüieii Strahl zu besitzen, p' die eiiii'aehe Bedingung, 
einen Strahl durch einen gegebenen Punkt zu schicken. Dann gilt 
für jedes dreistufige System von Linienflächen die aus der Tncidenz- 
formel IX folgende Gleichung: 

T^gt-gp^-g.Q'-^a.g,. 
13. Für eine Congntem, deren gc^ Strahlen sammtlich eine ge- 
gebene Gerade g schneiden, bezeichne b die Zahl der Strahlen, die 
sie in einer gegebenen Ebene hat, h' die Zahl der Strahlen, die 
sie durch einen gegebenen Punkt schickt, S die zweifache Be- 
dingung, einen gegebenen Strahl zu enthalten, ß die einfache Be- 
dingung, aus einem gegebenen Strahlbüschel einen Strahl zu ent- 
halten. Dann liefert die Incidenzformel IX die Gleichiuig: 

Alle diese fniida.mentalen Formeln werden im IV. Abschnitt 
gute Dienste leisten. 
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Dritter Abschnitt. 

Die Coineidenzformelu. 



Die (!olncidenzfornieln des Punktepaares und die 
Beaoiit'schen Hätze. 

Wahrend wir im vurangelienden Äbscluiitt die Inddetizm dei' 
Hauptelemente behaudeit liaben, beachäftigeii wir uns jetzt mit den 
Ckmcidensen der Hauptelemente , das lieisst mit den .Gebilden, welche 
aus zwei Punkten, aus zwei Ebenen oder zwei Strahlen bestehen, 
die einander tmenäUch nahe liegen. Die Coineidenzen sind speeielle 
Fälle der Hauptelementen-Poare, das heisst derjenigen Gebilde, . 
welche aus zwei in aUgemeitm- Lage befindlichen Punkten, Ebenen 
und Strahlen Kusammengesetzt sind. Wir nennen daher Coincuiens- 
'beämgimg jede Bedingung, welche bei einem solchen Paare verlangt, 
dass die beiden Hauptelemente, aus denen es beateht, unendlich 
nahe liegen, und auch jede Bedingiuig, welche aus einer solchen 
Bedii^ung und einer anderen Bedingui^ zusammengeaetzt ist. 
Unsere Haaptaufgabe lässt sieh nun aussprechen wie folgt: 

„Die Formel/n m ßnäm, welche die Comciämshedingimgen dtirch 
Gnmdbedingii/ngen misdrUt^cm." 

Dieae Formeln, welche wir Coinciämsformeki nennen wollen, 
reichen in Verbindung mit den Ineidenzforfiieln aus, um naäi tmd 
nach alle auf algebraische Gebilde hesüglichen Anmklen sni bestimmen. 
Wie die Quelle der Incidenzformeln ein algebraisches Princip war, 
nämlich das Princip von der Erhalhmg der AnntM, so entsprii^eii 
auch die Coineidenzformeln einem algebi'aischen Principe, nämlich 
dem sogenannten Chasles'schen (Comptes rendus 1864) Correspondenis- 
imncip, welches nichts anderes ist, als eine nahe liegende geome- 
trische'Fonn des Gmiss'scken Fundamentalsatses der Algebra. 

Es mögen nämlich auf einer festen G-eraden g durch irgend 
einen algebraischen Zusammenhang oo'mal zwei Punkte A und S 
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einander entsprechen, und zwar so, dass, wenn man einen be- 
liebigen Punkt der Gferaden als Punkt Ä auffasst, ihm ß Punkte 
B zugehören, und dass umgekehrt einem als Punkt B aufgefassten 
Punkte a Punkte Ä zuzuordnen sind. Nimmt man dann auf der 
Gferaden einen festen Punkt an und bezeichuet jede Strecke OA 
mit a, jede zugehörige Strecke OS mit 6, so besteht zwischen a 
und b eine algebraisclie Gleichung, welche die Eigenschaft hat, 
dass die Einsetzung eines bestimmten Werthes für a ß zugehörige 
Werthe von h, und die Einsetzung eines bestimmten Werthes für 
b a zugehörige Werthe von a hervorruft. Identificirt man also a 
und h, so erhält man im Allgemeinen a-^-ß Werthe a — b, weil 
man bei möglichst allgemeiner Auffassung annehmen muss, dass 
ä&s Glied a'h'^ in jener Gleichung vorhanden ist. Sollte in spe- 
ciellen Fällen der Coefficient von «"&(* null sein, so gehören zu 
den K-{-ß Werthen « — 6 auch unendlich grosse Werthe* .Es giebt 
also auf der Geraden a + ß Punkte, in welchen wei- zvsa/mmengeMrige 
Funkte A mxä B vet-emiyt liegen. 

Durch duale Uebertragung gewinnt man hieraus das Corre- 
spondenzprincip im Strahlbüachel und im Ebenenbüschel. 

Jetzt können wir ohne weitere algebraische BetrachtungeUj nur 
mit Hilfe unseres in den beiden ersten Abschnitten entwickelten 
Kalküls, zu allen möglichen Coincidenzformeln gelangen. Zuerst 
haben wir die Formel abzuleiten, welche beim Fur^tepaare die evtir- 
fache Coincidensbedmgwig durch Grundbedingungen ausdrückt. Wir 
bezeichnen mit p und q die beiden Punkte des Pimktepaares , mit 
g ihren Verbindungsstrahl und mit e die einfache Bedingung, dass 
die heideit Punlcte p und q unendlich nahe liegen, jedodt emen gans 
bestimmten VerhindwigsstraM haben. Ist nun ein beliebiges ein- 
stufiges System von solchen Punktepaaren gegeben, so nehmen wir 
einen beliebigen Ebenenbäschel an, dessen Träger der Strahl l sei, 
und legen durch l alle mögliehen Paare von Ebenen, so dass immer 
die eine Ebene durch einen Punkt p, die andere durch den zu- 
gehörigen Punkt q geht. Dann giebt es in dem Ebenenbüschel 
nach dem Correspondenzprincip 
P + l 

* Studien über die Unteis''hPidiuig dei endlichen Wertlie a^b von den 
unondhch grossen Weithen = 7» eathilteo. einige Abhandlungen von Salbei 
m den Banchten dei Bidssoler Akademie Bei dem allgemeinen Charaliter 
unaeier Untersuchungen brauchen wir auf die'i'' Unterscheidung keine Rüolt- 
Bioht EU nehmen 
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Ebenun, auf welchen zwei zusammengehörige Punkte j) mul 5 liegen. 
Zu diesen Ebenen gehören erstens diejenigen s Ebenen, welche l 
mit einem Punkte verbinden, in dem die beiden Punkte eines 
Punktepaares coifwidirm, zweitens aber auch diejenigen Ebenen 
durch l, in welchen ein Verbindui^sstrahl g liegt. Die Zalil solcher 
Ebenen ist aber g, weil die Gerade ( von g Verbindmigsstrahien 
geschnitten wird. Es ist also immer: 

1) - s=^4-2-j,. 

Obgleich diese filr a!le einstufigen Systeme von Punktepaaren 
gütige Formel sich ohne Weiteres aus der Chasles 'sehen Oorre- 
spondenzformel im Ebenenbflschel ergiebt, so ist sie doch viel all- 
genteiner, als die Chasles'sche und umfasst alle möglichen sonstigen 
Correspondenz formein als specielle Fälle. 

ÄKS dieser Coincidenzformel erst&f Dimension gewinnt man 
nämlich alle von höherer Dimension durch blosse symbolische Mul- 
tiplication. Dabei wenden wir zugleich die Ineidenzformeln I, II, 
III (§ 7) an, um die Formeln auf eine für die Anwendungen mög- 
liehst brauchbare Gestalt zu brii^en. Man erhält durch Multipii- 
cation von 1) mit g: 

eg-pg + qg-g^ 

oder: 

2) i^g-^p' + ^^+g^-gp- 

F eigner: 

^ffp—pffp + agp-g^, 

üder, nach Anwendung der Incidenzformel III: 

3) egp-if + e^+g^; 

4) £ff^-P9> + aff^-ff>; 

5) eg^=-p^ff^ + ü%+Gj 

6) BG=pG + qG. 

Die Formel li spricht <!as ursprünghche Ohasles'sehe Oorre- 
spondenzprincip aus, bei welchem der Verbindungs strahl als fest 
vorausgesetzt wird. 

Da bei einer Comeidenz p und q zusammenfallen, so ist p{ 
und qt ganz dasselbe; es ist daher ganz gleichgiltig , ob wir bei 
£ die auf p oder q bezüglichen Hymbole gebrauchen. Wir wählen 
die auf p bezüglichen Symbole Dann kann tler Umstand, dass 
immer die symbolische Multiplication mit q ganz dasselbe giebt, 
wie die mit j^, ^^'^ Cnntrole der Rechnung bi^imtzt werden. Man 
bekommt: 



y Google 



Die Coincidenafoimelii. 45 

oder 

7) Ep-=pq -'ge\ 

8) ^p^-p^q-p9e-^ps^ - q<iy, 

9) ip^-p^q-p^de-pq^-' i'9.=-p^<j^-pqg.\ 

10) spy,=pg_g,~-Q-, 

11) Bp^g, -p\g, -pa=pq^g, - qG. 

Beispielsweise sprechen wir die Formeln 3 und 7 in Worten aus; 

„Äddirt mmi hei einem dreistufigen Systeme von Punkt^Ktaren die 
ZaM d^jenigen, ßlr welche der eine Funkt g^eben ist, die Zahl der- 
jenigen, für welche der a/adere Fwrüet gegä)en ist, und den Grad des 
von den Verbindui^sstraMen gänldeten Complexes, so ist die Summe 
dieser drei Addenden gleich der ZaM derjemgen Coineidmzen, welche 
ihren Verbindimgssirahl dureh einen beliebig gegebenen Punkt schicken. 

Vermindert man bei einem sweistußgen Systeme von Fimkte- 
paaren die Zahl derjenigen, weldte ihre beiden Ptmkte auf swei ge- 
gebenen Ebenen haheit, tun die Zahl derjenigen, welche ihren Ver- 
bindungsstrahl in ein^ g^ebenen Ebene haben, so erhält 'man den 
Grad der v<m den CoinddenzsteUen gebildeten Eavmeiirve/' 

Von denjenigen Formeln, welche melir als eine Coincidenz- 
bedii^ung enthalten, sind beaehtenswertli diejenigen, welche mög- 
lichst wenige auf den Verbindimgsstrahl g bezügliche Bedingungen 
enthalten. Man addire 2 und 7; dann kommt: 

12) sg + tb = p^+pq + q^ — gp. 
Aus Formel 8 folgt: 

2 . sy ^p^q +pq^ -py, - qg,. 
Dazu addire man die Summe von 3 und 4; dann erhält man: 

13) egp -\-sg, + 2.Bp^=^p^ + p^q + pq^ + g*. 

Aus 12 erhält man das von Zeuthen zuerst allgemein aus- 
gesprochene (Comptes rendus, Juni 1874) Correspondenzprindp in 
der Ebene, aus 13 das von Zeuthen zum Theil, von mir vollständig 
erledigte Correspondensprinäp im Pwnktraume (LIt. 16). Mir die 
Anwendtmgen ist es jedoch zweckmässiger, die Formeln 1 bis 11 m 
benutgen, weil diese nur eine eirmge Coindäensbedingung enthalten. 

Wir hatten bei der Definition der einfachen Ooincidenzbedin- 
gung £ vorausgesetzt, dass der Verbindungsstrahl der beiden in 
dem Coincidenzpunkte unendlich nahen Punkte völlig bestimmt ist, 
wie es z, B. bei zwei consecutiven Punkten einer Curve der Fall 
ist. Wir erhalten jedoch eine zweifache Coincidenzbedingung, wenn 
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wir festsetzen, dass als Verbindung^ strahl dfi cninLidiieiideii Punkte 
jeder Strahl eines Strahlbüschels odei allgememei eines Kegels gelten 
kann, der die Coincidenzstelle zum Scheitel hat Endlich erhalten 
wir eine dreifache Coincidenzhedingung oder, wie wu sagen wollen, 
eine volle Coinddens, wenn als Verbindungestrahl der comcidirenden 
Punkte jeder durdt die Cpincidmgstelle gesogene Strohl aufgefaast 
werden darf. Jede volle Coincidenz erfüllt daher von selbst die 
Bedingung sgp, weil immer der Punkt der Bedingung gp, verbunden 
mit der Coincidenzstelle, einen Strahl liefert, der als Träger der 
beiden coincidir enden Punkte gelten kann. 

Es kommt häufig vor, dass drei- und mehrstufige Systeme 
von Punktepaaren nur volle Ooincidenzen enthalten. Bei solchen 
Systemen kann man also alle Coincidenzsymbole gleich null setzen, 
ausser denen, welche die Bedingung gp als Faktor enthalten. Be- 
zeichnet mau die dreifache Bedingimg der vollen Coincidenz mit jj, so 
erhältuiaiL aus den obigen Coincidenzformeln (Hefolgenden rilmi;hii}iffen: 
14) ■1—^ + 3*+?., 

rig=^p^g, + q^g,-{-G, 
tigp—pG + qG, 

O^pqg.-G; 

\t>) v-p^+p^Q+Pi^ + f; 

i(>) vp—p^i +?>V +J'S^ 

Man beachte, dass diese Gleichungen nur auf Systeme au- 
gewandt werden dflrfen, in welchen keine anderen, als volle Co- 
ineidenzen vorkommen (cf, Schluss von § 5). Beispielsweise be- 
kommt man ein System von Punktepaaren mit nur vollen Coincidenzeii, 
wenn man bei sswei geg^ienen Systemen von PunJcten jeden Punkt des 
einen Systems mit jedem Punkt des anderen Systems als Punkte- 
paar zusammenfasst. Sind die beiden gegebenen Systeme zwei FJäckett 
jh'*" imd n*™ Grades, also zwei zweistufige Punktsysteme, so reducirt 
sieh in Formel 16 die rechte Seite auf p^^, wofür man m.n zu 
setzen bat, weil die Gerade der Bedingung j^ die Fläche m*™ Grades 
in m Punkten, die Gerade der Bedingung g' die Fläche b*™ Grades 
in 11 Punkten schneidet und jede Zusammenfassung eines der 
m Punljffce mit einem der n Punkte ein Punktepaar des vierstufigen 
Systems von Punktepaaren ergiebt. Es steckt also in Formel II) 
dtn- wichtige Besoufsche Fimflamentalsatg: 
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„Zwei Flächen schneidm sich m einer Curve, äerm Grad gleich 
dem Produkte der Gradmhlm der Flächen ist." 

Analog erhält man aus Ponnel 15 oder 14 den Satz: 

„Eine Fläche m'™ Grades schneidet eine Bmmicwve «'™ Grades 
in m.n JPwnläen." 

Alis beiden Sätzen folgt drittens: 

„Drei Fläehen m'™, «''", l'™ Grades schneiden ^ch in m.n.l 



Hier ist alao die geometrische Form des Bezout'aeheii Fnii- 
(lamentalsatzes , dass die Zahl der gemeinsamen Wurzelgruppen von 
r Gleichui^en mit r Unbekannten gleich dem Produkte der )■ Grad- 
zalilen dieser G-leichungen ist, aus der wichtigen Coincidenafonnel 

durch blosse symboliaehe Multiplication, also durch Spedalisiiting 
hervorgegangen. In der That sind in den letzten Jahren häufig 
Beweise der geometrischen Form des Bezout'schen Satzes geliefert, 
in welchen nur das Correspondenzprincip ai^ewandt ist (Lit. 17). 
Die ob^e, durch unsem Kalkül von allem unnöthigen Ballast be- 
freite Ableitung dürfte den Zusammenhalt beider Sätze ins hellste 
Lieht stellen. Da die angewandte Coincidenzformel erster Dimen- 
sion aus dem Chasles'achen Correspondenzprincip folgt, dieses aber 
nur eine für die Geometrie zurechtgelegte Form des Gause'schen 
Fundamentalsatzes der Algebra ist, so erscheint es möglich, der 
Geometrie eine algebraische Herleitung des Bezout'schen Satzes aiis 
dem Gauss'schen Satze abzugewinnen. Dieses gelang Hen-n Fouret 
im Bull, de la Soc. math. de France, Bd. 2 pag. 127, wo auch 
versucht ist, die Reduction anzugeben, welche das Produkt der 
Gradzahlen erleidet, wenn man nur naeli der Zahl der gemeinsa.uien 
endlichen Wurzeln fragt. 

Die oben entwickelten Pimktepaarformeln ermöglichen es, die 
in der analytischen Geometrie ablichen Bestimmungen von Siiiign-- 
laritätenaahlen, viel kürzer und naturgemässer zu leisten, als es 
die herkömmlichen, mehr algebraischen Mittel leisten können. Dies 
kommt daher, weil tvir m unsenn Kalkül nicht mit Gleidtungeii, 
sondern nur mit dm für die Ansah^esHmmimff^ ailein wesentlichen, 
auf die Glekhungen beeüglichen Oradzahleil rechnen. In der That 
hat der Verfasser iiach seiner Methode nicht blos viele auf Flächen, 
Congruenzen und Complexe bezßgliche, bekannte Anzahlen auf 
viel kürzere Weise bestimmt, als dies die Algebra thun Itomite, 
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sondern er hat auch viele Singularitäten bestimmt, für deren Ah- 
zählung die Algebraiker vei'gebliche Mühe aufwandten. Derartige 
Anwendungen der Punhtep aarform ein sind in den folgenden Para- 
graphen in reichlicher Auswahl enthalten (ef. §§ 33, 36, 44). Des- 
halb wird es genügen, wenn wir hier für die Anwendur^ der 
Punhtepaarformeln nur ein einziges Beispiel hinzufügen. Dasselbe 
ist der Salmon'sehen „Ajialy tischen Geometrie des Raumes" ent- 
lehnt. (In der Fiedler'schen Uebersetzui^ Bd. II Art. 438 S. 552.) 
Man soll die Ordnung x der Fläche bestimmen, welche durch 
die Haupttangenten einer Fläche F n*™ Grades in den Punkten 
ihrer Durchschnitts curve mit einer Fläche F' «"*" Grades erzeugt 
wird. Wir fassen auf jeder der od* Haupttangenten von F den Be* 
rühriingspunkt p mit- jedem der n' Punkte q zusammen, welche die 
Haupttangente mit F' gemein hat. Auf das so entstehende, zwei- 
stufige System von Punktepaaren wenden wir die Punktepaarformel 2 
an. Dann haben wir fUr dasSymholp* die Zahl 2.«.«' zusetzen, weil 
die Gerade der Bedingung p^ die Fläche i^ in » Punkten p schneidet, 
in jedem dieser n Punkte zwei Haupttai^enten berühren, und jede 
dieser beiden Haupttangenten die Fläche F in n' Punkten schneidet, 
von denen jeder den m Punkten p als Punkt q zuzuordnen ist. 
Für das Symbol q^ haben wir w'.jr zu setzen, wenn ir angiebt, 
wieviel Haupttangenten an F von irgend einem Punkte des Baumes 
gezogen werden können. Die Gerade von q^ schneidet nämlich F' 
in n' Pimkten q, und von jedem dieser q Pimkte gehen an .F re 
Haupttai^enten , welche in zugeordneten Punkten p berühren. Das 
Symbol (/« ergiebt sich ähnlieh gleich i?.n', wenn i? angiebt, wie- 
viel Haupttaugenten von F in irgend einem ebenen Schnitte liegen. 
Ebenso erhält man, dass für ffp die Zahl x.n' einzusetzen ist, weil von 
dem Punkte der Bedingung jr, n Haupttangenten an F gehen und 
auf jeder Haupttangente der Berührungspunkt mit jedem der n' 
Schnittpunkte auf F' als Punktepaar zusammenzufassen ist. Also ist: 

x^2 .n.n' -j-x.n' + ij.n' — ir.n', 
oder 

x = m'.(2.w + ij). 

Ist F punkt- allgemein, d. h. frei von Doppelcurven etc., so ist 
t; von n abhängig, nämlich bekanntlich: 
■i?='3w(m-2), 
eine Formel, die sich auch aus den Ooincidenzformeln sehr leicht 
ableiten lässt (cf. § 33, Formel 3). Also kommt, wcjin F jmnkt- 
illsemaiii ist: i_».>.'.(3»- 4), 
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Durch duale ümfonmmg der in diesem Pai'agrapheii abgelei- 
teten Coincidenzfoiineln für das Punktepaar erhält man die Coin- 
cidenzformeln für das Ebenmptmr. Bezeichnet man mit e und /' 
die beiden Ebenen, mit /( die Schnittgerade der beiden Ebenen, 
mit £ die Bedingur^, dass sie onendJich nahe liegen, so erhält 
man z. B, 

B^e + f-h, 
sk^e^ + P + kp^he, 
aus 3: ih^-e^ + f + h,, 

aus 5: sK^e^hp + f^hp-\-S, 

aus 12: £}i + Ee=e'' + ef-lrf^-K, 

aus 13: eh, + ehp + 2 . ie* = e= + e^-f ef^ + f^. 

Aus diesen Formeln folgen, entsprechend den oben abgeleiteten 
Bezout'schen Sätzen für Punktörter, die Bezout'schen Sätze für 
Ebenenörter, welche sich so aussprechen lassen: 

„Ein sweisttifiges Si/stem von Ebenen, von welchem m Ebenen 
durch jede 'beliebige Gerade gehen, hat mit einem anä^n BweisUifgen 
System von Ebenen, von wddiem n Ebenen durch jede beliebige Ge- 
rade gehen, ein einstufiges System von Ebenen gemein, von welchemi 
m , n Ebenen durch jeden beliebigen Punkt gehen." 

„Ein sweisiufyer Ebmenort m'^" Grades hai mit einem einstufigen 
Ebenenort w'™ Grades m.n Ebenen gemein." 

„Drei zweistufige Ebenenörter m^"-, n"" ttnd l"" Grades haben 
m.n.l gemeinsame Ebenen" 

Die oben für das Punktepaar und für das Ebenenpaar aufgestellten 
Coincidenzformeln erledigen natürlich auch die Falle, wo die Punkte- 
paare in fester Ebene liegen, d. h. sämmtlich die Bedingung g^ er- 
füllen, resp. wo die Ebenenpaare durch einen festen Punkt gehen, 
d. h. sämmtlich die Bedingung hp erfüllen. Es seien z. B. in fester 
Ebene, die wir als Ebene der Bedingung g, betrachten, zwei ein- 
stufige Punktsysteme, d. h. Flancurven gegeben. Dann ordne man 
jeden Punkt des einen Systems jedem Punkte des anderen Systems 
zu und wende Formel 5 an. Dann ist sg, die Zahl der gemein- 
samen Punkte, p^ge und q^ge gleich null, aber G gleich, der Zahl 
der Punktepaare, welche auf einer Geraden der Ebene liegen. Also 
ergiebt sich: 

„Zwei Flancurven m"" und «'™ Grades schneiden sich in m.n 
Pitnkten." 

BcLDbeTt, Kalkül der abElUileuden »Eometiie. 4 
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Legt maii durch die sämmtlicheii Tangenten der beiden Plaii- 
curven alle mÖgliclieii Ebenen, so erhält man zweistufige Ebenen- 
örter. Wendet man auf diese den Bezout'schen Satz an, ao erhält 
man einen Satz, welcher auch atis dem vorigen durch duale Um- 
formung gewonnen werden konnte, nämlich: 

„Zwei in fester Ebene befindliche eMtshtfige Strahlenörtef m"*" nncl 
n'™ Grades haben m . n Strahlen gemein." 

Den beiden eben ausgesprochenen Sätzen entsprechen dual zwei 
Sätze, welche sich auf Kegel mit gemeinsamem Scheitel beziehen. 



§ 14. 

Anwendung der Coiiicidenz-Formeln des § 13 zur Be- 

stimiiiHng von Anzahlen, die sich auf die Beriihrnug 

von Plancui-ven und Flächen beziehen. 

1. Die schon in § 4 abgeleitete Zahl derjenigen Planeurven 
eines einstufigen Systems, welche eine gegebene Plancunre hefiäiren, 
kann auch sehi- leicht dadurch erhalten werden, dass man vermittelst 
der Formeln des vorigen Paragraphen abzahlt, wie oft auf einer der 
a>^ Tangenten der gegebenen Plancui-ve der zugehörige Berfibrui^s- 
punkt coincidirt mit dem Berührungspunkte einer diese Tangente 
berührenden imd dem Systeme angehörigen Plancnrve. Wir fassen 
auf jeder Tangente g den Berühmngspunkt p der gegebenen Plan- 
curve mit jedem Punkte q zusammen, in welchem g von einer Curve 
des Systems berührt wird. So erhalten wir ein einstufiges System 
von Punktepaaren, auf welches wir die Punktepaar-Formel erster 
Dimension (§ 13 Formel 1): 

p-\-q-g = E 
anwenden wollen. Dann haben wir fürp die Zahl m.i'einziisetzen,wenn 
m der Grad der Plancurve ist, und v angiebt, wieviel Planeurven des 
Systems eine gegebene Gerade berühren. Denn die Ebene von p 
schneidet die Plancurve in m Punkten, und jede von den m diesen 
Pimkten angehörigen Tangenten wird von v Curven des Systems 
berührt. Um q zu bestimmen, beachten wir, dass die Ebene von 
q jede der oo' Planeurven des Systems schneidet und dass die oo' 
Tangenten, welche in diesen oo^ Schnittpunkten berühren, einen 
einstufigen Strahlenort bilden, dessen Grad ohne Weiteres aus der 
Ineidenzformel I des § 7 (cf. § 8) folgt, nämlich gleich 
,"■ + -, 
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WO (t aiigiebt, wieviel Plancurven des Systeme dm-ch einen ge- 
gebenen Punkt gehen. Andererseits bilden die Tangenten der ge- 
gebenen Plaiicnrve einen Strahlenort vom Grade «, wenn » der 
Rai^ der Ptaneurve ist. Alao haben beide Strahlenörter nach den 
Bezout'schen Sätzen {§ 13 am Schluss) (ji-\-v).n Strahlen gemein. 
Wir haben demnach für q die Zahl (fi, + v).n einzusetzen. Um g zu be- 
stimmen, haben wir von dem Punkte, in welchem die Gerade der 
Bedingung g die Ebene der Plancurve schneidet, an letztere die n 
Tangenten zu ziehen iind auf jeder Tangente den Bei-ülinii^spuukt 
mit jedem Punkte zusammenzufassen, wo die Tangente von einer 
Curve des Systems berührt wird. Also ist g hier gleich n.v] 
folglich iat: 

E^m.v + n.{f, + v)-n.v 
oder 

Das betrachtete einstufige System von Punktepaaren besitzt 
also m.v~\-n.(i Coincidenzen; dies heisat: es giebt auf der Plan- 
curve m.v + n-ii Tangenten, welche von Plancurven des Systems 
m ihrem Berührungspmilite berührt werden. Damit ist also die ge- 
suchte Zahl bestimmt (cf. § 39, Anwendung I). 

Aehnlich findet man, dass in einem einstufigen System von 
Raumcurven 

r.f + j.» 
Eaumcurven existiren, welche eine gegebene Fläche n'^' Ordnung, 
r'™ Ranges berühren, wo v angiebt, wieviel Raumcurven des Systems 
eine gegebene Gerade sehneiden, q angiebt, wieviel eine gegebene 
Ebene berühren (cf. § 39, Anwendung II). 

2. Gferade so kann man aiich durch Anwendung der Ooincidenz- 
formeln ztveäer Dimension den Grad der Curve bestimmen, die bei 
zwei gegebenen Systemen von Plancurven durch die Berührungspunkte 
aller möglichen sich berührenden Curven gebildet wird, und natür- 
lich auch die dieser Zahl dual entsprechende Zahl, Die beiden 
Systeme seien 2Jj und S^. Für S^ bezeichne /i-i, wieviel Curven 
diirch einen gegebenen. Punkt gehen, v^, wieviel Curven eine ge- 
gebene Gerade berühren. Für Z^j seien die entsprechenden Zahlen 
(tu und v^. Auf jeder der co^ gemeinsamen Tangenten bildet jeder 
dem 2^ angehörige Berührungspunkt p mit jedem dem S^ ange- 
hÖrigen Berührungspunkte q ein Punktepaar. Die so bestimmten 
Punttepaare bilden ein zweistufiges System, auf welches die Co- 
incidei^fonneln 7 und 2 des § 13 angewandt werden sollen, nämlich 

4* 
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und 

Um pq zu bestimmen, beachten wir, dass der Grad des Stridilen- 
ortes der Tangenten, deren Berührungspnnkte auf der Ebene der 
Bedingung p liegen, nach der Incidenzformel I gleich f-i + Vj für 
2;^ und gleich (i^ + v^ für S^ ist und dass die beiden Strahlenörter 
nach den Bezout'schen Sätzen (fti + v-,) . (ji^ + v^) gemeinsame Strahlen 
haben. Also ist pq gleich (/»i + ^i) - ((^a + »2) zu setzen, j/s ist 
natürlich gleich v^ .v^, weil die Ebene der Bedingui^ 3* die feste 
Ebene der Systeme in einer Geraden schneidet, welche von v^ Cui-ven 
aus Z:^ und von v^ Curven aus Z!^ berührt wird, also v^.v^ Paare 
von Berührungspunkten enthält, p^ ergiebt sich gleich f^i-Va, weil 
die Gerade der Bedingung ^ die feste Ebene in einem Punkte 
schneidet, darch welchen ^ Curveu des Systems i', gehen und 
weil jede der fii in diesem Punkte berührenden Tangenten von v^ 
Curven aus Xg berührt wird. Analog ergiebt sich g^ gleich ft^ . v^. 
Endlich ist gp gleich null zu setzen, weil die feste Ebene keine 
Gerade enthält, die durch den Punkt der Bedii^mg (?j, geht. Es 
ergeben sich also die Resultate: 

(j*i + ^1) ■ (;*ä + i-ä) - n»'2 = ep, 
lii.v^ + v^.fis + v^.v^-O^eg, 
welche in Worten so ausgesprochen werden können: 

„Die B&iihnmgspunkte je uwei&r sich herührender Plancui'vm 
gtveier ättrch die ZcMen (li^, v^ und fij, v.^ charakterisirten Systeme 
bilden, eine Curve mm Grade: 

und iJire Tangenten eine Curve vom Bange: 

f(i . va + Vi . ftj + v, . vj." 
Die Thatsache, dass die beiden erhaltenen Zahlen sieb dual 
entsprechen, liefert eine Bestätigung. 

3. Um die entsprechenden Zahlen für die Berührung zweier 
Fläeken abzuleiten, müssen wir beachten, dass zwei Flächen sich 
dann berühren, wenn die beiden Tangentialebenen eines ihi'er Schnitt- 
punkte cojnddiren, und zwar so coincidiren, dass als Schnitt der 
coincidirenden Ebenen jede in ihnen liegende und durch den Be- 
rührungspunkt gehende Gerade aufgefasst werden darf. Es möge 
eine Fläche F m^' Ordnung, r^" Banges, k'^' Klasse gegeben sein, 
und ausserdem ein System H von Flächen, aus weichem immer jt 
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(lureli einen gegebenen Punkt gehen, v eine gegebene Gerade be- 
i-übren, p eine gegebene Ebene berühren. Dann fassen wir in jedem 
Schnittpunkt von F und einer Fläche dea Systems S die F ange- 
hörige Tangentialebene e und die £ angehörige Tangentialebene /' 
als Ebenenpaar zusammen. So erhalten wir ein zweistufiges System 
von Bbenenpaaren, auf welches wir die Formel 

e^ + ef+f^-h^ah+se 
aus § 14 anwenden wollen. Durch die Gerade, der Bedingung e' 
legen wir an F die ^ Tangentialebenen und durch jeden der er- 
haltenen 7i Berührungspunkte B die fi 2^ angehörigen Flächen, dann 
bestimmen wir zu jeder dieser jt Flächen die in (i berührende Tan- 
Dann sehen wir, dass die Bedingung e* von k.fi 
i erfüllt wird. Um ef zu bestimmen, legen wir durch 
den Punkt der Bedingung e die oo' Tangentialebenen. Ihre Be- 
ilihrui^sp unkte bilden auf F eine Cui've, welche nach den Incidenz- 
formeln den Grad r hat. Ferner legen wir durch den Pimkt der 
Bedingung f an die co^ Flächen von 2? die ca^ Tangentialebenen; 
deren Berührungspunkte bilden nach den Incidenzformeln eine Fläche 
vom Grade fi + v. Diese Pläehe sehneidet nach den.Bezout'schen 
Sätzen die oben construirte Curve r^" Grades in {(i + v).r Punkten; 
also ist ef gleich (ji + v).r zu setzen. Um f^ zu bestimmen, 
legen wir durch die Gerade der Bedingung f^ die co^ Tangential- 
ebenen an die Go"- Flächen von S. Ihre Berührungspunkte bilden 
nach den Incidenzfonneln eine Ourve vom Grade v -f p. Diese 
Curve schneidet nach den Bezout'schen Formein die Fläche F m*"" 
Grades in (v + p).«* Punkten; also gieht es (v + Q).m Ebenen- 
paai'e, welche die Bedingung f^ erfüllen. Um hg zu bestimmen, 
beachten wir, dass die Ebene der Bedingung h^ die Fläche F in 
einer Curve und S in einem Curvensystem schneidet, und dass 
diese Curve, wie oben gezeigt ist, 

ft.r-f v.«s 
Tangenten besitzt, welche in ihrem Berührungspunkte von Curveu 
des Systems berührt werden. Legt man durch jede dieser Tan- 
genten sowohl die Tai^entialebene zu F, wie zu der Fläche des 
Systems, so erhält man immer ein die Bedir^ng K erfüllendes 
Ebenenpaar. Endlich wissen wir, dass die Ooincidenzbedingung sc 
gleich null zu setzen ist, weil nicht oo^ Berührui^en stattfinden 
können. Das Symbol sh aber ist die Zahl x derjenigen Flächen 
des Systems, welche F berühren. Der Faktor Ji in sh rechtfertigt 
sich dadurch, dass als Schnittstrahl der beiden coincidirenden EbeneJj 
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jp.der in ihnen liegende, durch den Berührungspunkt gehende Strahl 
aufgefaisst werden darf. Von diesen oo^ Strahlen kaim also der- 
jenige gewählt werden, welcher nach dem Punkte geht, wo die Ge- 
rade der Bedingung h die Ooineidenzehene achneidet. Suhstituireu 
wir die erhaltenen Werthe in die angewandte Formel, so kommt 

Ä;.ft + r.(jt + v) + m.(v + ^) — (»■.f^ + m.^') = iC, 
oder 

« — /c-jt + r-v + w-p, 
ein .Resultat, welches in Worten folgendennaessen ]iiut,et: 

„In jedem einstufigen Flächensystem mit den charalderi^tisckm 
Zahlen fi, v, ^ giebt es 

fc . ft -l- »■ . V + m . p 
Ftächen, welche eine gegebene Fläche m'^"' Grades, r'*" Rmnjes, k'"' Klasse 
Imihren." (Lit. 18.) [cf. § 40, Beispiele.] 

4. Sind zwei einstufige Systeme 2^ und 2?^ gegeben, ho findet 
00^ mal Berührung zwischen einer Fläche aus S^ und einer Fläche 
ane S^ statt. Man bann also dann fragen nach dem Grade der 
von den Berührungspunkten gebildeten Curve und nach dem Grade 
des einstufigen Ortes der in den Berührungspunkten gezogenen 
Tangentialebenen, um den Grad des Ortes der Berührungspunkte 
zu bestimmen, fassen wir in jedem Schnittpunkte zweier Flächen der 
beiden Systeme die diesen Flächen zugehörigen Taoigentialebenen 
c und f als Ebeneiipaar zusammen und wenden auf das erhaltene 
dreistufige System von Ebenenpaaren die Incidenzfonnel 

sK^^ + P + h, 
an. Bezeichnen dann ((i, Vj, Pi für Z'j und fi^ , v^, pä ^J" -^a dasselbe, wa.s 
im vorigen Beispiele fii v, q für £ bezeichnete, so ist e^ gleich ßj , ftj 
zu setzen, weil die Ebene der Bedingung t^ von pj Flächen aus S^ berührt 
wird und durch jeden der erhaltenen p^ Berührungspunkte fi^ Flächen 
aus 27a gehen, denen ^ Tangentialebenen zugehören. Analog er- 
giebt sich für f^ ?2-(*i- Endlich ist Ä, nichts anderes, als der 
Grad des Ortes der Tangenten in den Berührungspunkten je zweier 
sieh berührender Curven derjenigen beiden Plancurvenaysteme, welche 
die Ebene von A,, aus £, und i'j ausschneidet. Dieser Grad ist 
aber oben bestimmt. Danach ist h, gleich 

tli.V^ + Vi.ft^ + V^.V^ 

zu setzen. Endlich giebt shs an, wie oft das dreistufige System 
von Ebenenpaaren ein Ebenenpaar enthält, dessen Ebenen coinci- 
diren und dabei ihre Schnittgerade in eine gegebene Ebene werfen. 
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Dieses ist aber die Zahl x der in einer gegebenen Ebene liegenden 
ßerührungsp unkte. Also ist 

Ä — fti-pa + Pi it +ftj 1 +J-1 \x H-i'i V . 
Dies heisst in Worten: 

„Die Berifhrunffsput^te aUo nioyltdien 'mh ieriflirenäen Flächen 
aus mcei einstufigen Fläckensystemen tmi dm (^taktertsMschen Zaiihn 
/*n ^11 Qi "™^ (*2' *'ai 9s) hildef» nne Cutte vom Grade (Lit, 19): 
fte2 + C!fts + fh^a + Vif*s + ''i''ä-" (ßf- § 40, Beispiele.) 

Hieraus gewinnt man dnrcli duale Umformung den Grad des 
Ortes der den Berülmmgspmikten angehörigen Tangentialebenen. 

5, Ist endlicli ein einstufiges FläcLensystem 2^^ und ein zwei- 
stufiges ^ gegeben, so findet oo* mal Berührung zweier Fläcten 
beider Systeme statt. Also kann man fragen nach der Ordnung x 
der von den Berührungspunkten gebildeten Fläche und nach der 
Klasse der von ihren Tangentialebenen gebildeten Fläche. Für 2^ 
habe ft, V, p wieder dieselbe Bedeutui^, wie im Beispiel 3 und 4. 
Für S^ bezeichne &, wievid Flächen eine gegebene Gerade in einem 
gegebenen Pimkte berühren, tp, wieviel eine gegebene Gerade i/ii einer 
gegebenen Tangentialebene berühren. Die beiden Flächensysteme haben 
CO* gemeinsamen Tangenten mit zugehörigen zusammenfallenden 
Tangentialebenen. Auf jeder solchen Tangente g fassen wir die 
beiden Berülirungspunkte p und q als Punktepaar zusammen. Da- 
durch entsteht ein vierstufiges System von Punktepaaren, auf welches 
v/h- die Coincidenzformel für ep^g anwenden wollen. Diese erhält 
man, indem man die Coincidenzformel erster Dimension mit p^g 
imiltiplicirt und das Itesultat durch die Incidenzformeln verein- 
facht. Also: 

sp^g^p^g + P^g_9 -pY 

=p^g +p^q^ +p^g, ~p% -p^g^ 
^p^q^~G 

Die beiade dei Bedingung p^ schneidet die Flachen von ^j 
in cc^ Punliten und die diesen Punkten zugehörigen (»'Tangential- 
ebenen bilden nach den Incidenzformeln einen Ort vom Orade 
^ + v. 

Andererseits sehneidet die Gerade der Bedingung q^ die Flächen 
von 2^ in oo^ Pmikten, deren <x>^ Tangentialebenen nach den In- 
cidenzformeln einen Ort vom Grade 

bilden. Beide Oerter haben also 
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Tiuigentialebeuen geineinsam; also ist p^q^ gloicii {ji -\- v) {%■ -\-<p) 
au setzen. Die Gerade der BecKngung O wird von v Flächen aiiK 
2^ berührt. Zu jeder dieser v Flächen construire man die Tan- 
gentialebene des Berühr ungspuüktes. Diese wird dann von (p Flächen 
aus 2^5 so berührt, dass der Berührungspunkt auf jener Geraden liegt, 
Daiier ergiebt sich für G die Zahl v . tp. Bndlich zählt das Coincidenz- 
wymbol ep'g, wie oft auf einer Geraden ein Punkt Hegt, weicher 
7.wei Punkte p und g so vereinigt, dass ihre Verbindungsgerade 
eine gegebene Gerade schneiden kann. Dies erfüllt aber jeder Be- 
rührungspunkt, weil ein solcher zwei Schnittpunkte so vereinigt, 
dass jeder durch ihn gehende und in der Berührungsebene liegende 
Strahl als Verbindungsstrahl der eoineidirenden Punkte aufgefaast 
werden darf; also giebt 8p^g den Grad der von duii Beruhrunt/s- 
■inmlikn gebildeten Fläche an. Folglich ist: 

x = (ii + v).(& + <p) — v.^ 

= ((* + fi9i + vd- CLit 30) 

Hieraus erhält man durch 1 al Umf m n^ te ^ II Ort 

der den Berührungspunkten bu loi Ta g nttal hene naml h 

Qip + Qd'+ q) 

Die oben geleisteten fünf AI hl i„ g n w 1 1 "W 

die Ooincidenzformeln des § l-t n w 

die gefundenen Resultate ve 11 mm 

folgende Nummer, deren Be It t wi 

6. Bei den obigen Ab hl n^ h b 

Punkte einer Curve immer 

einer Fläche eine gewisse n ui lang 

der Allgemeinheit unseres K Ik 1 h I 1 1 1 

statt der Tangeuten gewisse 1 C 

wir an die Stelle des in N 1 g 1 t n P 

gemeinere Problem: 

„Gegeben ist m fester Ebene t ns 

stufiges System E von Gebilde le et ] d 

einem dmauf hefindiichen P It he tat 

ourve C m'"' Ordnung, n"" Ra jes d al a/u 

besitzt und dwrch jeden Funk n Tangent 

Zahl X derjenigen Punkte mf ie C C 

S als Punkt r so angehÄkt dasb l l 

Gmventangente die r migeordnete Gerade h ist." 

Um diese Zahl x zu bestimmen, fassen war auf jeder Tangente 

g der Curve den Berührungspunkt q mit jedem Punkte p z 
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welcliGv 11] dem Systeme I^ der als Strahl h a,u%efassten Tangeute 
als Punkt r zugehört. So erhalten wir ein einstufiges System von 
Punktepaaren p, g, auf welches wir die Coincideuzformel 1 des § 13' 
anzuwenden hahen. Für die Bedingung q dieser Formel ist m.v 
einzusetzen, wo v bedeutet, wieviel Punkte r einer in der Ebene 
gegebenen Geraden h ai^ehören. Die Ebene der Bedingung q schnei- 
det nämlich die Curve C in m Punkten, jede der m diesen Pmikteu 
augehörigen Tangenten besitzt aber v Punkte p. Um das Symbol p 
HU bestimmen, beachten wir, dass nach der Ineidenzformel I alle 
Strahlen, welche den Punkten r einer Geraden im Systeme 2; als 
Strahlen h zugehören, einen Strahlenort bilden, dessen Grad gleich 

v + ti 
ist, wo (i bedeutet, wieviel Strahlen /( einem in der Ebene ge- 
gebenen Punkte r zugehören. Dieser Strahlenovt besitzt also uaeli 
den Bezout'sehen Sätzen 

Strahlen, weiche Tangenten der Curve C amd Diese Zahl ist also 
fiir das Symbol p der Coinoidenzformel emzusetzen Um g zu be- 
stimmen, denkt man sich die n Curventangenteu, welche durch den 
Pmikt gehen, wo die Gerade der Bedmgung (j die feste Ebene 
Hclmeidet, und auf jeder Curventangente die v Punkte, welche ihr 
im Systeme £ angehören, wenn man sie als Strahl h auffasst. Also 
evgiebt sich für das Symbol g die Zahl n . v. Endlich wird die Co- 
incidenzbedingnng £ der angewandten Formel von x Punktepaareii 
erfüllt, wo X die oben erklärte, gesuchte Zahl ist; also ist: 

x = m.v + n.{v + ti)-n.v 
oder 

x^m.v + 7t.fi. 
In Worten kann man diese Verallgemeinerung der in 1. taewtimmteu 
Anzahl aussprechen wie folgt: 

„Sind in einer fesim Ebene jedem gegebenen Strahle v da/roMf 
liegende Ftmkie m gendsser Weise sugeordnei, wahrend limgekehrt jedem 
gegä>enen Funkte n hindurchgehende Sh<Men mgehören, so hommt es 
auf einer in derselben Eiene liegenden Gtiroe m'"" Ordnunc/ n'™ Bcmges 

»ffl.V + K.fi 

Male vor, dass einem Qtrer Punkte vermöge derselben Ziwrdnv/ng die 
in diesem Putihte berOArende Tamgente ents^ickt." 

Mit Hilfe dieses Satzes ist in § 18 die Cayky-BrilVsdie S- 
weiierttng des Gorrespondenzprincips aus unseren Coincidenzformein 
(§ 13, Formel 3, 4, 8) dritter Dimension abgeleitet, 
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§ 15. 
I>as Strahlenpaar uud seine Coincidenzl)edinguugen. 

Das Strahl enpaai' bestehe aus den beiden in allgemeiner I^age 
befindliehen Strahlen g und h,. Wir bezeichnen femer mit /3 die 
einfache Bedingimg, dass eine der oo^ g und Ä zugleich schneiden- 
den Geraden einem gegebenen Strahlbflschel angehöre, mit £ die 
einfache Coincidenzbedingiing, dass g und A unendlich nahe liegen, 
ohne sich mt schneidm, endlich mit <? die einfache Bedingung, dass 
g und h sich Schneiden, ohne unendlich nahe zu liegen, und zwar 
heisse dann der Schnittpunkt p und die Sehnittebene e. Hiernach 
ist natürlich zmiächst: 

1) th^eg 
und 

2) llß^6p + 6C. 

Zwisclieii den drei räumlichen Bedingungen g, h, ß u]icl den 
beiden invarianten Bedingungen ff mid e bestehen zwei Gleichungen, 
welche man leicht aus dem Ohasles'schen Correspondeuzprineip oder 
den Punktepaarformeln des vorigen Paragraphen erhält. Fasst man 
nämlich bei einem einstufigen Systeme von Strahlenpaai-en je zwei 
auf zusammengehörigen Strahlen liegende Punkte als Punktepaar 
zusammen und wendet auf das entstandene dreistufige System von 
Punktepaaren die Formeln 3 und 4 des § 13 an, so hat man 
ji* und g^ gleich null, für g^ das Symbol ß und für pge'\-qge 
g + h einzusetzen. Ferner wird das Symbol egp des § 13 erstens 
einmal durch jede Coincidenz und zweitens einmal durcli jedes 
Strahlenpaar erfüllt, dessen Strahlen sich schneiden. Das Symbol 
nge des vorigen Paragraphen wird dagegen nur von jeder Coincidenz 
einmal erfüllt. Man gewinnt also die Gleichungen: 



3) 
1) 
woraus noch folgen; 


+ s- 
,-S + l, 


5) 
6) 


+ 2. e_; 
0-2. |3- 



-k 

Durch symbolische Multiplication dieser Formeln mit ö, s, y, 
/(, ß ergeben sich nidii sämmtliche Gleichui^en, welche zwischen 
den zweifachen Bedingungen bestehen, sondern es muss mindestens 
eine Gleiehvmg zweiter Dimension direct durch das Princip von der 
Erhaltung der Anzahl abgeleitet werden. Ehe wir dies thun, defi- 
niren wir noch die zweifache Bedingung B, welche aussprechen 
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soll, dass das Strahlenpaar seine beiden Sirahlen eine gegebene 
Gerade schneiden lüsst, und wenden auf die lineare Congrtwm, weldie 
von den y und h schneidenden Strahlen gebildet wird, die Formel 
13 des § 12 an. Dann kommt, da dann h und V beide gleich 1 
zu setzen sind, 

') s-fg-f 

und 

8) B^ß]i--h\ 

Nun legen wir die Ebene des Strahlbüschels einer Beduiguiig ß juit 
der Ebene des Strahlböschels einer Bedingung ß zusammen. Dann 
wird die Bedingung ß^ erstens durch jedes Strablenpaar erfüllt, 
dessen beide Strahlen die Verbindungsgerade der Seheitel der beiden 
Strablbüscliel schneiden, zweitens durcb jedes Strahlenpaar, welches 
seinen Strahl g oder seinen Strahl /( in der gemeinsamen Ebene der 
beiden Strahlbüschel hat, drittens durch jedes Strahlenpaar, dessen 
Strahlen sich schneiden und dabei ihren Schnittpunkt auf jener ge- 
meinsamen Ebene besitzen. Also ist nach dem Princip von der 
Erhaltung der Anzahl: 

9) ß^=B-i-g, + h„-j-<ip. 
Dieser Gleichung entspricht dual: 

10) ■ ß^^B + g^ + h^ + Sc. 

Addirt man 9 und 10 und wendet dann 7, 8 und 2 an, so be- 
kommt man die mit ß raultiplicirte Cfleiehung 6, also eine Controle. 

Um weitere Formeln für das Strahlenpaar zu gewinnen, hat 
man die bisher aufgestellten Gleichungen auf alle mögliche Weise 
mit den eingeführten Bedingungen symbolisch zu multipliciren. 
Dabei hat man darauf zu achten, dass nur die symbolische Multi- 
pHcation zweier von einander unabhängiger invarianter Bedingungen 
Sinn hat, dass man also wohl ö mit s, nicht aber ß mit <S oder s 
mit 6 multipliciren dai'f. Die aufgestellten Gleichungen gestatten 
es, jedes 6, t oder se enthaltende Symbol durch die aus ß, g, h 
zusammengesetzten Bedingungen auszudi'ücken. Wir thun dies 
jedoch nur für die zweifachen anf und b bezüglichen Bedingungen, 
weil wir sonst gar zuviel Gleichungen erhalten würden. 

Forme! 9 und 10 geben nach Benutzung von 7 und 8; 

11) 0p^ß^~ßg-\-g^^h = ß''^ß}i^-li^-g,, 

12) 6e==ß''-ßg-\-g,^-h^ = ß^-ßh + K-g^, 
woraus noch folgt: 

13) e_p - ee = (/^ 4- Äj, - y, - K - 
Aus 6 folgt: 
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15) ah^2.ßh-h^-gh. 
Multipliüirt man 4 mit </ oder h, so kommt: 

16) sff^g' + !/k-ßff^h'+!/k-^ßk, 
wler, nacli Benutzung von 7 oder 8: 

17) Bg^gh--B, 

welche Formel man durch das Princip von der Erlialtuiij^ iler A.11- 
*/ahl leicht bestätigen kann, wenn man die beiden gegebanen (Ge- 
raden der Bedingung gh unendlich, nahe legt. 
Multiplicirt man 4 mit ß, so kommt; 

18) sß^ßg + ßh-ß^^2.B-ß' + g' + h\ 
Multiplicii't man 4 und 6 mit eimmder, so erhält man: 

19) f0^3.ßg + 5.ßh-2.ß''-g^-h^-2.<jh, 
oder, nach Benutzung von 7 und 8: 

20) ia--e.B-2.ß^ + 2.g^ + 2.7i^-2.gJL 
Einfachere Gestalt haben die Gleichungen, welche s6 durch 

die 6 enthaltenden Symbole oder durch die f enthaltenden Sym- 
bole aiisdrücken und welche sich ergeben, wenn 4 mit t> und 6 mit 
s bei Anwendung von 1 und 2 multipHcirt wird, NÜmiich: 

21) s6-=Gg + 0h — ap — ae, 
2.2) ES = 2.iß-2.Bg. 

Ilei vielen Anwendungen der Strahlenpaarformelii wli'd julhi 
die Symbole, welche ß, aber nicht oder s enthalten, am wenigHfceii 
leicht zu bestimmen veiTaögen. Wir stellen daher noch eine Reihe 
von Foimeln auf, welche solche Symbole ni(^t, dafür aber mehr 
als ein einziges auf oder b bezügliches Symbol enthalten. 
Äddirt man 11, 16 und 18, so kommt: 

0p + eg + Bß = ß^-ßg+g„-K 
+ ¥ + gh-ßh 
+ ßg + ßh~ ß^ 
oder; 

23) 0p + sg + Bß^gj> + gh + hj,, 
und hieraus durch duale Umformung: 

24) ae + eg + Bß=g.+gh + h. 
Multiplicirt man 23 mit gj,, so bekommt msui: 

^pgp + ^g^ -f ^ßgp = G + gjt. + gjij,, 

und hieraus, da nach der lucidenzformel II des § 7: 

ist, 
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25) 6p^ + <}fj. + £g. + sßgj, = G+g,h + gphj,. 
Vertauscht man Jetzt g mit h imd formt die entstehende Gleichung 

dna] um, so kommt: 

26) ße^ + ßh + €!f, + eßg, — li + gK + 9^ Ih- 
Miiltiplicirt man andererseits ö mit g, und /*,, so crhiilt man: 

27) Gg, + 2.Bg, = G^g.h, 
und 

28) c,h::^^.Eg,= H^gK. 

Snbt]'ahh't maoi nun 27 Yon 25 und 28 von 2(i, so bekommt 

29) ßp^ -\- ißg,, — Eg., = g^kp 
■und 

30) 6e^ + Bßg,-Bg.^g,.K. 
Addirt man aber 25 und 26, so kommt: 

?>\) sp^ + ae'-\- ag, + ah + 2. tg.+ eßg^ 

^ G+g.h+g^h^ + g.h + gh + H. 
Diese Formel vereinfacht sich, wenn man die Bedingung lepr 
einführt. Multiplicirt man n'änalieh 21 mit pe, so erhält man; 

sßpe = ßpeg -{- opeh — op*e-—ape^, 
und hieraus nach Benutzung der Foj'mel Nr.. 5 c in § U: 

32) E cpe =- öp* + ff e^ + eg, + ßh,. 
Addirt man nun 31 und 32, so bekommt man: 

£ ßpe + 2 . £(/, + Bßg^ = G + g,k + g^h^ + g^ K + J7Ä< + Jf, 
wofür man wegen 7 auch sehreiben kann: 

33) sßpe-^ BBg -\- ^ . Bg,^ G + gJt-\- g,,h^ + gJ%-\- gh + IL 

Die eben gefundene Formel vierter Dimension liefert auf die 
bequemste Weise einen Ausdruck für die Zahl der vollat Coinci- 
denzen in einem vierstufigen Systeme von Strahlenpaaren. Unter 
einer vollen Coincklens eines Strahlenpaares verstehen wir, analog 
wie beim Punktepaare, eine solche Lage der coineidirenden Strahlen, 
dasa sie, unendlich nahe liegend, sich so schneiden, dass jerfe*' Punkt 
des Coineidenzatrahles als ihr Schnittpunkt und jede Ebene durch 
den Ooincidenzstrahl als ihre Schnittebene aufgefasst werden kann. 
Die Bedingung der vollen Coincidenz ist beim Strahlenpaare vier- 
fach. Wir bezeichnen sie mit jj. Eine volle Coincidenz genügt der 
Bedingung Bßpe, jedoch nicht den Bedingungen sBg und sg,. Setzt 
man daher Systeme von Strahlenpaai'en voraus, welche mtr volle 
Coincidenzen enthalten, so erhält man aus Formel 33: 

34) ri^G-\-g,h^g^'hj, + geh + gh^H, 



yGoosle 



fi2 Dritter Abschnitt. 

imd hieraus durch symbolische Miiltiplieatiou Am Formehl fünftev 
und siebenter Dimension: 

35) i3ff = Gh + g,ltp+ y, K + ypK + !-le k + 'jH, 

36) yiffp^ Ghp + y,h, + ^pll, 

37) ■^g^^ah-\-y,h+.g.H, 

38) ns^-Gh + ff.s- 

Aus diesen Formeln kann uisut unmittelbar die Bezout'schen 
Sätze der Lmiengeontetrie ablesen, d. h. die Fortnein für die gemein- 
smnen Elemente stveier Systeme von Sirahlen. Fassb man z. B.-jeden 
Strahl einer gegebenen Linienfläche m"™ Grades mit jedem Strahl 
eines gegebenen Complexes Jw*'" Grrades als Strahlenpaai- zusammen 
und wendet auf das entstandene vierstufige System von Strahlen- 
paaren die Formel 34 an, so werden alle Glieder rechts null, mit 
Ausnahme ^on qh wofui man n.m zu setzen hat. Eine lÄnien- 
ftache n Gmäes 'iü neidet aho einen Complex m"" Grades in n.m 
'>h dien treiade sc liefern die Glieder 

J h+gJh 
dei Fjimel 34 den von Halphen zuerst bewiesenen Satz (Lit. 21), 
doss die Zahl iet oueieu Conjmeneen gememstimen Strahlen gldch 

b b +a.a' 
ist wo fm die eme und fm die andere Congniens die beiden Zahlen 
b 'und h angeben wiemel Strahlen durch einen geg^enen Punkt geliert, 
n und a ang^en ^^)lev^el SttaMen in einer gegebenen Ebene liegen. 
Eben<!0 liefern die Glieder 

g^h +g,h, 
lei Formel 35 den Grad ä<i Linienfläche, welehe einer Congnieng 
und einem Cowplete gemeinsam ist. Aus Formel 36 und 37 erhält 
man endlich rfass von dm gemeinsamen Strahlen zweier Complexe 
n'™ nnd J»'"* Grades n m dm ih jeden gegebenen Ptmict gehen und auch 
n m in ledet gegebenm Ebenp hegen. 

Da man häufig mit &y temen von Strahlenpaaren zu thun hat, 
■wekhe sammthcli die Bedin/mu/ erfüllen, so fügen wir noch die 
loimpln hmzu welche die sß enthaltenden Symbole durch die <i 
enthalten len '^ymbole ausdrttcken. Aus 21 folgt nach und nüch: 
^^^^._ £Bp = opg + '!ph - Op^ - Spe, 

3S*) ssp =agt-\-Ghi-\-ep^ — Gpe, 

40) £öe -=ogj,-\-0hj,-\- ae' — Qpe, 

41) e op*=. (ipge + ßphe — ep e, 

42) £ffe* = ffe(/j, + öe/irp— ßjie, 
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43) £0pe= aij^ + 0h, + 0p^ + 0e* (Formel 32), 

44) f ffß^ = 0p^(/e + 0p^he — 'fp^^i 

45) £0e>= ae^gp+ G^hp~-0p^, 

46) E0'pe=6G + 0R+ ap"^, 

47) s0p^e'=0pG + apR+op^e^, 

48) 80p^ = 0eG + 0eH+ ffj)V, 

49) s0(/ ■-= 0(jh ~ ap^ — 0^^ 

50) sffi/,,= 0gph — 0p^ — 0egp = 0glip — 0p^— 0ehp, 

51) eßffe^ "S'eÄ— <fe^ - 0pg„=^aghe— ße' — GpU^, 
62) « ep^s = ffßa Äs — ö J' e*, 

53) efle^p == ^Sp^ ~~ öß^^ 

54) e0g,^ggj,he — Gp'he — 0e^gp~0gchp — 0e^hp — 0p^ge 

= ag,h--ep%. — 0e^gp~0G^0gk,—0p\ — 0o%,- aH, 

55) s0G^0g^he — 0pgghg~ oeG = g^hp ■-- oeg^hp — apG , 

56) sßpG'^GGhs — a'pjeG, 

57) f eeG = aGÄj, — ffi>eG. 

Die für jeden .speciellen Fall der Anwendungen am meisten 
geeignete Formel kann man durch symbolische Mnltiplication immer 
leicht ahleitcn, weiüi man nur etwa folgende Formeln sieh merkt: 

4) e==g+h-ß, 

5) a + 2.s^g + h, 
9) ß^-^B + g, + h+ffp, 

17) . £g=gk-B, 

32) f6.pe= 0g^ + cA. + 0p^ + 0e\ 

33) s0pe+tBg-\-A.Bg,^G^g,h + g^hp^g.K-Vgh-VR. 

Aus der Formel 5 kann leicht eine Controle für die Incideii/- 
formel IX des § 10 gefunden werden. Multiplcirt man nämlich 5 
mit 

G — g,h + ffpK + 9e K - gh + H, 
so kommt: 

0(G~g,7i + gph + gehp^gh,+ E) 
+ 2.s{G'-g,g + gp9^ + g,gp-gg, + G) 
^{G-g,h + gp-h.+g,hp-gh + E)ij, + h:). 
Der zweite Addende links giebt null und die rechte Seite der 
Gleichung giebt nach Ausführung der Multiplication auch null. 
Daraus folgt aber die Richtigkeit der Incidenzformel für -/.v/ei sicli 
schneidende Strahlen. 

Um einige Beispiele für die Anwendung der in diesem Para- 
graphen abgeleiteten Coincidenzformeln ku geben, fügen wir noch 
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die Abzahlung gewisser liniengeometii scher Singularitiiten hinzu 
Wir fassen nämlich bei einer gegebenen Congmenz je zwei von den 
co^ Sti-ahlen als Strahlenpaar zusammen und wenden auf das ent- 
standene vierstufige System von Strahlenpaaren die Formeln 50 
und 51 an. BezeicLnet a den Feldrang der Congruenz, d. h. die 
Zahl der in jeder Ebene liegenden Strahlen, b den Bündelrai^, 
d. h. die Zahl der durch jeden Punkt gehenden Strahlen, so ist 
zu aetzen: 

ogph=-b.{a+h), e]f = h.(b — \), ee^j, = ?>.(»— 1), 
0{;eh=a.(a^h), ee^ = «.(«— 1), Gpge^a. (6 — 1). 
Wir erbalten also: 

s ag,. -^b.(a + b)-h.{b - 1) - ö . (« - 1) =^ 2 . b, 
sege^ a {a + h) — a .{a — \) — a . (p — \) = 2 . a. 
Beide Resultate geben den bekannten Satz: 

ffAuf jedem Strahle einer Congruens 'giebt es zwei Brmtnpiinicte , 
d. h. Punhie, wo ein unendlich naher S^ahl schneidet." 

Wendet man auf dasselbe System die Formeln 41, 42 und 43 
an, so hat man für ape die Zahl c einzusetzen, welche ai^eben 
soll, wie oft sich auf jeder gegebenen G-eraden zwei Strahlen der 
Congruenz so schneiden, dass die Schnittebene beider Strahlen die 
gegebene Gerade enthält. Man bekommt also: 

sap^ = a . {b ~ 1) + a .{b ~ 1) - c = 2 ab - 2 a- c, 
£ae^^b.{a-l)-i-b.{a-~l)-2ab-2b-c, 
Eope'--b.(b~i) + a.{a'-l)^a^ + b^-a-b, 
welche Resultate leicht in Worte zu fassen sind. Subtrahirt man 
die Formel für so^ von der Formel für £öj9^, so erhält man: 

sap^ — iOe^ =-2 .(b — a^. 
Diese Formel spricht den von Herrn Felix Klein {Lit. 22) znorst 



„£ei Jeder Congrums ist die Dijferens mvischen (hänung und 
Klasse der Brennfläche doppelt so gi'oss, als die Di/fereng mvisckm 
liünäelrmtg und Feldrang der CongrueM." 

§ Iß. 

Anwendung der (Jolncldeuzformeln des Straiilenpaars auf 

die beiden in einer Fläche zweiten Grades liegenden Itegel- 

schaaren (Lit. 23). 

Bekanntlich liegen auf jeder Fläche zweiten Grades F.^ zwei 

einstufige Systeme von Sti-ahlen derartig, dass jede Gerade des 
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einen Systems jede Gerade des andern Systems schneidet. Fasst 
man dalier jede Gerade g dei' einen Seliaar mit jeder Geraden Ä 
der andern Schaar als Strahlenpaar zusammen, so erhalt man auf 
der F^ ein zweistufiges System von Strablenpaaren, die aämmtlieh 
die im vorigen Paragraphen mit bezeichnete Bedingung erfüllen. 
Jedes i-stufige System von Flächen zweiten Grades enthält also 
ein {ä + 2)-stufiges System solcher Strahlenpaare. Auf die so er- 
zeugten Systeme wollen wir die Coincidenzformeln 39 — 57 des 
vorigen Paragraphen anwenden, indem wir die dem Strahlenpaare 
auferlegten Bedingungen auf die Flache selbst übertragm. Dabei 
wird gemäss den Betrachtungen des § 3 jede dem Strahlenpaar 
zugeschriebene a-fache Bedingung für die Fläche selbst (a — 2)-fach. 
Wir haben daher zunächst zu erörtern, welche Fläcfienbedingungm 
sich aus den Grundbedingungen des Strahlenpaara ergeben. Ver- 
möge der Incidenzformeln lassen sich diese Flächenbedingungen 
sämmtlich auf die folgenden zehn Bedingungep reduclrm: 

1) (t, dass die F^ durch einen gegebenen Punkt gehe, 

2) V, dass die F^ eine gegebene Gerade berühre, 

3) Q, daas die F^ eine gegebene Ebene berühre, 

4) y, dass die F^ eine gegebene Gerade in einer gegebenen Tan- 

gentialebene berühre, 

5) y', dass die F.^ eine gegebene Gerade in einem gegebenen 

Punkte berühre, 

6) S, dass die F^ eine in einem gegebenen Strahlbüschei liegende 

Gerade enthalte, 

7) X, dass die F^ eine gegebene Gerade enthalte, 

8) w, dass die F^ eme gegebene Ebene in einem gegebenen 

Punkte berühre, 

9) y, dass die F^ eine gegebene Gerade enthalte und dabei 

eine gegebene durch, die Gerade gehende Ebene in einem 
gegebenen, auf der Geraden liegenden Punkte berühre, 

10) 3, dass die F.^ zwei gegebene sich schneidende Gerade ent- 

halte. 
Um die. erwähnte Reduetion zu zeigen, übertrafen wir auf die 
Fläche zunächst nur die folgenden drei- bis siebenfachen Gruud- 
bedii^ungen des Strahlenpaars: 

9^, effp, J>9^, 9ph, ffJh P^ ^, Pe; 
pg,, eg„ g,h, gp\, gji„ gph, pe% p^c; 
pG-, eG, Oh, g,h^, 9A,P^e^; 
peG, Ghp, Gh; Gh. 
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Beispielsweise liefert gjis der Fläche F^ die zweifache Bedingung, 
dass sie zwei sich schneidende Gerade enthalten soll, von denen 
jede in einer gegebenen Ebene liegt; ferner liefert pG der Fläche 
die dreifache Bedingung, dass sie eine gegebene Gerade enthalte 
und dabei eine zweite Gerade enthalte, welche die gegebene Gerade 
in einem gegebenen Punkte schneide. 

Die so aus den Grundbedingungen des Strahlenpaars hervor- 
gehenden Flächeniedingungm drücken wir jetzt durch die oben zu- 
sammengestellten zehn Flächenbedir^ngen aus. Dahei lassen wü" 
die Bedingung 6, was auch schon oben geschehen ist und im Fol- 
genden immer geschehen soll, ganz fort, indem wir in diesem Para- 
graphen nie ein allgemeines StrcMmpaar voraussetzen, sondern immer 
nur ein solches Paar, wdches die Bedingung erßllt, äass seine beiden 
StrcMen sich schneidm. Femer lesen wir in den folgenden Gleichungen 
die Syitä>ole auf den linken Seiten immer so, als ivetm sie der Fläche 
tmgek'örten. Zur Verdeutlichung ist bei einigen Gleichungen die Be- 
gründung hinzugefügt. 

1^ ^, = 0; denn in einem einstufigen Systeme von Flächen F^ kann 
es keine Fläche geben, welche einen ihrer co^ Strahlen 
in einem Strahlbüschel besässe, da es in dem Systeme 
wohl co' Strahlenpoflre, aber nur co^ Strahlen giebt; 

2) e^j, = 2.fi; denn durch den Punkt der Bedingung gp gehen 

(t Flächen des einstufigen Systems, auf jeder gehen durch 
diesen Punkt mvei Gerade und jede dieser beiden Ge- 
rß^en liefert, mit dem Pimkte der Bedingung e ver- 
bunden, ein die Bedingung egp erfüllendes Strahlenpaar; 

3) i'i'« = 2,p; 4) 5fp7t = 4.fi; denn durch den Punkt der Be- 

dingung gp gehen [i Flächen, auf jeder Fläche gehen 
durch diesen Punkt 0iim Gerade, jede Fläche wird femer 
von der Geraden der Bedingung h in swei Punkten ge- 
schnitten und durch jeden der beiden Schnittpunkte geht 
eine einzige Gerade, welche, auf der Fläche Hegend, eme 
bestimmte der beiden erstgenannten Geraden schneidet; 
5) (,,/t =. 4 . p; 6) y = 2 . ^; 7) e»= 2 . pi 8) ^= 2 . v; 
9) G-0; 10) pg.^S; ll)eg,^d; 12) i,,,A = 2.d; 

13) ^pfep = 2 . ^3; 14)srA = 2.eä; 15) a.Ä==2.f(p; 

16)pe*^2.y; 17)p'e = 2Y; 

18) pG^x; denn der Strahl der Bedingui^ G liegt anf x PKichen 
des dreistufigen Systems, und auf jeder bestimmt die 
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Ebene der Bedingimg p den Punkt, in welchem der 

zweite Strahl des geaiicliten Strahlenpaars sclmeidet; 

19) ea = x; 20) (?Ä=2.a;; 21) g,h^ = (iä; 22) ff^he^QS; 

23) p^e^ = 2,w; denn die Ebene der Bedingung e^ wird von tv 

Fläcben des Systems in demjen^en Punkte berührt, wo 

die Gerade der Bedingung j)' schneidet, und durch diesen 

PiiTiVt gehen auf jeder Fläche ztvä, Strahlen, von denen 

jeder als Strahl ^resp. als StrahlÄaufgefasst werden kann; 

24)i)eG=i/; 26) Gkp = ^tx; 26)Gh-ex; 21) QK^s. 

NatärHch darf in jeder der 27 Gleichungen g und h vertauscht 

werden, ohne dass die rechte Seite der Gleichujig sich ändert. 

Wie alle iämgert aus Grundbedingungen des Strahlenpaars 
stammenden Flächenbedingungen sich vermöge der Incidenzformeln 
'J™'' f., V, f, r, ^, ä, re, w, s, , 

ausdrücken lassen, mag an folgenden Beispielen verdeutlicht werden: 

28) j)(?Ä'=^(Ä+j)*Ä = .9sÄ+i)Äj+ß^-=4.p + 2.p + 2. (t; 

29) yejf =■ p*e^ +^^5 ^^ e +ße^ +j)q^ = 2/ + Sy + d; 

30) i^ej/Äc =P9\ +pg^ = ffs h+P^K +i»*e^ + 9e^ 

^gth+pH +p^e^ + eG^QS + x + 2w + x; 

31) g,h,^ffpS+Gh{% 10 Formel X1) = (ix + qx; 

32) pc/»h* = 2ff,H=2.0. 

Könnte man nun auch noch die Comdd^nsbedmgungm des 
Strahlenpaars durch die gewählten zehn Flächenhedingungen aus- 
drücken, so würde man aus jeder der Co incidenzformeln 39 — 57 
des vorigen Paragraphen eine Gleichung zwischen den zehn Flächen- 
bedingimgen gewinnen müssen. Man kann nun in der That die 
meisten Coincidenzbedii^ngen durch 

(If V, Q 

allein ausdrücken und dadurch schliesslich jode der Bedingungen 

y, /, ä, X, w, y, s 
als Function von ^, v, q erhalten. Wir streben deshalb jetzt da- 
nach, Coinddenshedifigungen durch (i, v, q auszudrücken; und zwar 
eignen sich dazu am besten die Bedingungen: 

ap% £e% Bpe, Bg^, sg,, tp^, ee^, spe, 
segp, spg^, sg,, sp^e^, ipg,, seg,, fG, 
ep^e^, ipG, seG, £peG, 
bei denen der selbstverständliche Faktor e wieder, wie oben, unter- 
drückt ist. Nun aber bilden die co^ auf einer F^ liegenden Strahlen- 
paare überhaupt keine Coineidenzen , wenn diese JP^ allgemein bleibt. 
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Wolil aber befindet sich ein mveistuflges System von Coincidmsm auf 
jeder Fläche zweiten Grades, welche einfach avsartet, d. h, eine von 
den folgenden drei invarianten Bedingungen erster Dimension erfüllt; 

1. die Bedinyimg ip, äass die Punkte der Mäche meei gusammen- 
fallende Punktfelder ülden; 

2. die Bedingung %, äass die Tangeittialebmen der Flädte swd 
st(sammenfaUende Ebenenbündel bilden; 

3. die Bedingimg il>, dass die Tangenten swei zusammenfallende 
Strahlenaxen (specielle lineare Complexe, cf. die Terminologie der 
Grundgebilde in § 2) bilden. 

Jede Fläche zweiten Grades, welche eine dieser drei Beding- 
ungen erfüllt, nennt man ausgeartet oder Ausartung. Wir bezeich- 
nen eine ausgeartete Flache seihst mit tp, % öder ^, je nachdem sie 
die Bedingung gi, % oder -^ erfüllt. 

Die geometrischen Eigenschaften der Anaartungeii erkennt man 
am besten durch eine gewisse homogratphische Abbildung (Lit. 241 des 
allgemeinen Gebildes. Gegeben sei ein Punkt 8 als Centrum der 
Homographie, eine Ebene r als Ubene der Homographie und ein 
Zahlenwerth l als Doppelverhältniss der Homographie. Dann be- 
stimme man zu jedem Punkte A des Raumes sein hoWiOgra/phisches 
mid A! in folgender Weise. Man ziehe den Strahl SA, welcher 
die Ebene r in üo schneide, und bestimme auf diesem Strahle den 
Punkt A so, dass das Doppelverhältniss 
SA SA' __ 

EaÄ'EaÄ' 

werde. Daraus folgt, dass raan den Ort a' der Bilder aller Punkte 
eines Strahles a, oder kurz das Bild des Strahles a erhält, indem 
man durch S und a eine Ebene legt, welche r in )'o sehneidet, 
dajm den Schnittpunkt üa von a und ?a mit S verbindet und zu 
diesem Strahle, zu a und zu r^ denjenigen vierten Strahl construii't, 
welcher den drei Sirahlen durch das Doppelverhältniss X ebenso 
zugehört, wie oben A' zu S, A, Ba gehörte. So erhält man weiter 
als Bild einer Ebene wieder eine Ebene, und als Bild einer Fläche 
zweiten Grades wieder eine Fläche zweiten Grades, deren Tangenten 
und Tangentialebenen die Bilder der Tangenten und Tangential- 
ebenen der ursprünglichen Fläche sind. Bildet marL nun in dieser 
Weise eine nicht durch S gehende Flache zweiten Grades F^ homo- 
graphiaeh ab, indem man l den Wertk null ertheilt, so erhält man 
als Bild der F^ die oben mit <p bezeichnete A.usai'tung. Ihre Punkte 
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sijid Tiiiiiilicli die doppelt gezählben Punkte der Ebene i: Jedem 
PimJrto gehört im allgemeinen nur die Ebene r als Tangential- 
ebene an. Legt man jedoch, durch S die oo' Tai^eiitialebenen an 
die F2, so achneiden diese die Ebene r in oc* Strahlen, welche 
einen Kegelschnitt umhüllen und gemäss dem Werthe A = die 
besondere Eigenschaft haben, dass jede durch sie gelegte Ebene 
als Tangentialebene ihres Kegelsclmittpunktes zu betrachten ist. 
Diese Kegelschnitttangenten ergeben sich zugleich als die Bilder 
der co^ auf der F^ liegenden Geraden. Daher zerfallen die co^ 
Strahlenpaare, welche jeder F^ in dem Ton uns festgestellten Sinne 
angehören, bei der Ausartung ip in zwei Gruppen von je co^: 

1. solche, deren SckniUebene e die Ebene von ip, deren Schnitt- 
ptmkt p em beliebiger Ftmkt cmf ihr ist wnä deren Stählen g und h 
die beiden von diesem Fwikie cm den Kegelscfmiü gelegten Tangenten sind; 

2. solche, deren Schniüä>ene e eine beliebige, den Kegelschnitt be- 
rülwende Ebene, deren Sehnitipwikt p ihr Berührungspvmkt ist, deren 
beide Strahlen g und h aber in der diesem Berühnrng^ufücte zugehörigen 
Xegdschnitttcmgente Tereinigt liegen. 

Jedes der eben unter 2 genannten 00^ S^ahler^atwe bildet also 
eine Cwnädmis, deren Strahl g Tangente des KegelschniUs iwirf der&i 
Scknil^nJct p ihr Berührungspunkt ist, deren Schnütebene c aber 
irgend eine der ix'^ durch g gehenden Ebenen sein kann. 

Transformirt man die eben beschriebene Erzeugung der Äus- 
ai'tung <p nach dem Princip der Dualität, so erhält man die Be- 
schreibung der 95 dual entsprechenden Ausartung %> ^öi welcher die 
Punkte einen Kegel zweiten Grades bilden. 

Die dritte Ausartung j/», welche sich selbst dual entspricht, 
kann man eben so ei'zeugen, wie 90, nur dass man das Centrum S 
der Homographie auf die .Fg selbst zu legen hat. Dann wird jeder 
Punkt auf der Ebene r der Homographie einmal Bild eines Punktes 
der F^. Als Bild von yS muss man aber jeden Punkt auf der Tan- 
gentialebene in 8 ansehen; also bilden die Punkte von -^ zwei 
verschiedene Ebenen, die wir Hav/ptebenen, nennen wollen. Ihren 
Schnitt wollen wir Hav^tgerade der Ausartung ^ nennen. Die 
beiden auf der F^ liegenden und sich in S schneidenden Strahlen 
schneiden die Hauptgerade in zwei ausgezeichneten Punkten, die 
wir Hauptpunkte nennen wollen und die die besondere Eigenschaft 
haben, dass jede durch sie gelegte Ebene als Tangentialebene an- 
gesehen werden muss. Ueberhaupt ergiebt die homographische Ab- 
bildung folgende Beschreibung der Ausartung ip: 
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Die Auaartnug ip ist eine F]äche zweiten Grades, deren 'i'siii- 
genten zwei in einer einzigen Geraden — Hatijitgeraden — ver- 
einigte Strahl enaxen bilden. Jeder dieser Tangenten gehört im 
Allgemeinen als Bei-ühiningsptinkt ihr Schnittpunkt mit der Haupt- 
geraden und als Tangentialebene ihre Sehnittebene mit der 
Hauptgeraden an. Es gehen jedoch durch die Haupigerade co^ 
ansgezeichnete Tangenten, welche zwei Straltletifelder — Haux^t- 
e&eJM« — bilden nnd so beschaffen sind, dass jeder von. ihnen je<?iT 
auf ihr liegende 'Funkt als Berührungspunkt angehört; ausserdem 
gehen durch die Hauptgerade noch andere co^ ausgezeichnete Tan- 
genten, welche zwei Strahlenbündel — Hauptpunlcte — bilden und 
die Eigenschaft haben, dass als Tangentialebene zu jeder von ihnen 
jede durch sie gehende Ebene zu betrachten ist. Demgemäss ist 
jeder auf einer der beiden Hauptebenen liegende Punkt als ein 
Fur^t, und jede durch einen der beiden Hauptpunkte gebende Ebene 
als eine TangenUakbene der Fläche ip zu betrachten. Die co^ auf 
einer F^ liegenden Strahlen werden hei ^ su den od' Strahlen der 
vier StrcM)üsckel, welche in den beiden Savptdienen liegen und die 
beiden Hauptpwnkte eu Seiieiteln haben. Die co^ Strahlenpaare end- 
lich, welche einer F^ in dem von uns festgestellten Sinne an- 
gehören, zerfeUen bei einer Fläche i> in drei Gruppen von je co^: 

I. solche, deren Scfmiitebene e eine Hauptebene, deren Schnitt- 
punJd p ein beliebiger Bunkt auf ihr ist tmd deren Strahlen g uitd h 
die leiden von diesen Fimkteit nach den Hcmptptmkien gehenden Ge- 
raden sind; 

II. solche, deren Schnittpunkt p ein HatipPpunkt, deren Schnitt- 
ebene e eine ieliebige Ebene d/iirch ihn, imä deren StraMen g und h 
die Stritte dieser Ebene Mit ifert beiden Hati^tehenen sind; 

III. solche, deren Strahlen g und h in der Hauptgeraden ver- . 
einigt liegen, deren Schnittpunkt p ein beliebiger auf ihr liegender 
FwnH, und deren SchnOtebene e eine beliäiige durch sie gehende Ebene ist. 

Jedes der eben unter 3 genannten co^ Strahlmpaare bildet eine in 
einem Systeme von Strahlenpaaren gweifach mi rechnende Coinddens, 
welche die Haupi^erade mtn Strahle g, irgend einen Pmkt mif ihr mim 
Schnütpimkt p und irgend eine Ebene durch sie zur Sehnittebene e hat. 

Es handelt sich jetzt zunächst darum, die drei Aasartungs- 
bedingungen <p, X) H' durch p, v, p auszudrücken. Da jede F,^, welche 
ip, X, i? erfüllt, die Constantenzahl 8 hat, also eine um 1. kleinere 
Oonstantenzahl hat, als die allgemeine F^, so enthält € 



y Google 



Die Coincidenzfoiincln, 71 

System von Flilctien zweiten Grades im allgemeiuei] «iiii^ eiidlieho 
Anzahl von Ausartungen (p, %, i>, d. h. die Bedingungen 9, %, ii> 
sind erster Dimension. Wenn man nun für ein einstufiges System 
vennittelsb des urspriinglichen Chaeles'echeu Correspondenzprincips 
(I 13) bestimmt: 

1. wieviel Punkte auf einer Geraden liegen, in denen zwei 
einer und derselben Fläche des Systems angehörige Punkte 
sieh vereinigen, 

2. wieviel Ebenen io einem Ebenenbüscbel liegen, in denen 
zwei einer und derselben Fläche des Systems angehörige 
Tangentialebenen sich vereinigen, 

3. wieviel Strahlen üi einem Strahlenbüschel liegen, in denen 
zwei einer und derselben Fläche des Systems angehörige 
Tai^enten sieh vereinigen, 

HU erhält man die Formeln: 

I) 2.(t-w = q), 

II) 2.Q-v=^x, 

ni) 2.v-ii~-^^ii> CLit. 25). |cf. § 22,1 

Wir schreiben mm den drei Ausartungen nicht blos alle Bedingungen 
zu, welche ihnen als Flächen zweiten Grades zukommen, also z. B. 
(i, V, Q, sondern auch die Bedingungen, welche sie dadurch erfüllen, 
dass die sie definireitdert Gebilde Grundbedingungen erfüllen, wo unter 
definirenden Gebilden zu verstehen ist: 
bei ip der Kegelschnitt, 
bei X ^^^ Kegel, 

bei iji das aus der Hauptgeraden, den beiden ÜAuptiiiiiüvtc u und 
den beiden Hauptebenen bestehende Gebilde 
Hat eiue solche Grundbedingung das Symbol ^, so soll 95 , j;^, 
4>s die Bedingung bedeuten, dass die F^ bezüglich ip, %, ifj eifüUe, 
dabei aber auch das g>, %, i(> definirende Gebilde die Bedingung s 
erfüllen lasse. Man bemerke, dass dann die Bedingung s nicht nn 
abhängig von tp, %, ■p ist, dass wir also gemasn den Regeln des 
§ 2 solche Bedingungen <ps, %s, -pz nicht als SHbammmgesdst be 
handeln dürfen. Wir bezeichnen nun: 
I) /wr dm Kegelschnitt von <p: 

mit m die Bedii^ung, dass er seine Bhent dunh einen ge 

gebenen Punkt schicke, 
mit n die Bedingung, dass er eine gegebene Gei'ade schneide, 
mit r die Bedingung, dass er eine Ebene berühre; 
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II) für den Kegel von %\ 

mit m diö Bedingung, dass er durch einen gegebenen Punkt 
gehe, 

mit n die Bedii^ng, dass er eine gegebene Gerade be- 
rühre, 

mit r die Bedingung, dass er seinen Scheitel auf einer ge- 
gebenen Ebene besitze; 

III) fwr das ip definwmde Gehiläe: 

mit nt die Bedingung, dass es eine seiner beiden Haupt- 
ebenen durch einen gegebenen Funkt schicke, 
mit n die Bedingung, dass es seine Gerade eine gegebene 

Gerade schneiden lasse, 
mit 1 die Bedingung, dass es enit,n sduei btilcn Punkte 
m einei gegebenen Ebene hibe 
Durch diese Bezeichnung ist, wegen der voiin^cheiidLn Vor- 
schrift, festge'itellt, was flir zweifache Flachenbedn^^n^jCn durch 
die Symbole 

q>m, <pn, <pr, 
%m, xn, %r, 
^m, ^n, iir, 
dargestellt werden; z. B. bedeutet (pr, dass die F^ zu ehier Aus- 
artung ff> wird, deren Kegelschnitt eine gegebene Ebene berührt. 
Vei^leicht man nun die eben definirten Symbole m, n, r mit den 
Fl äehenbe dingungen ft, v, Q, so findet man bei hinreichender Be- 
achtung der oben gelieferten Beschreibung der Ausartungen 95, %, ip, 
die Beziehungen: 

}tq) = 2.mip, vfp'^nrp, Q(j) = rip, 

wo die Coefficienten 2 sich daraus eiklireu dass jedei Punkt 1er 
Ebene von tp stoei Punkte, jede Ebene duich den Scheitel von x 
zwei Tangentialebenen, jede Gerade duich die Hiuptgerade von i! 
2wd Tangenten einer Fläche zweiten Grales m sich leremiqt 

Die linken Seiten der obigen neun Gleichungen sind ^usainttien- 
ijesetste Bedingungen, deren einer Faktoi ip, % oder ^ ist Bei 
diesen darf man daher für rp, %, i lie ölen abgeleiteten u 1/ q 
enthaltenden Ausdrücke einsetzen. Dann eihilt min he neun 
Gleichimgen: 
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m97 = -J-(t(2(i — v), «qp = v(2jt — k), ■rg)»=9(y,(t---v); 

mil;==^[i(2v — ii — Q), nili = iv{^v — ^— ^), r^ -= p (Sv - - f* ■ - ß). 
Gerade so findet man z. B. 

m^p — ifi^ (2fi - f ), m«»-g) = ^ ;iv p (2 (( - v), 

mr^X = iftpH^e — »'), mr^wz == ifivp^ (2? — v), 
m«i^ = ^(tv(2i'~fi — ß), n''»-i^ = yV''*p(2v — (*--9)- 
Diese Formeln stellen also die auf (p, %, jp bezügliclieii Ba- 
dii^ungen durch ^i, v, p dar. 

Es handelt sicli deshalb nur noch darum, die oben vor der 
Besclireibui^ der Ausartungen genannten 19 Coineidenzbedingiuigen 
durch die auf 9^, %, p bezüglichen Bedingungen auszudrücken. Um 
dieses leisten zu k&nnenj schicken wir die folgenden sieben Kegel- 
schnittbeziehungen voraus, welche theils aus den Ineidenzformeln, 
theils direct aus dem Princip von der Erhaltung der Anzahl folgen. 
Dabei benutzen wir die Symbole m, n, r. 

1. Die Bedingung, dass ein Kegelschnitt eine Ebene so schneidet, 
dass eine der beiden in den Schnittpunkten berührenden Tangenten 
eine Gerade schneidet, ist nach der Incidenzformel I des § 7 
(cf. § 8) gleich: 

n + r. 

2. Die Bedingung, dass ein Kegelschnitt durch einen gegebenen 
Punkt geht, ist nach der Incidenzformel VII des § 10 (cf, § 12, 
Nr. 9) gleich: 

.mn — 2 . m^ 

3. Die Bedingung, dass ein Kegelschnitt ein.en in einem 55c- 
gebenen StrahlbUschel liegenden Strahl berührt, ist nach der In- 
cidenzformel V gleich: 

mr. 

4. Die Bedingung, dass ein Kegelschnitt eine gegebene Gerade 
berührt, ist nach der Incidenzformel VI (cf. § 12, Kr. 8) gleich: 

m^r — 2 . m^ 

5. Man betrachte die zusammengesetzte Bedingung nr und 
wende das Princip von der Erhaltung der Anzahl an, indem man 
den Strahl der Bedingung n in die Ebene der Bedingm^ r legt. 
Dann kann nr auf keine andere Weise erfüllt werden, als indem 
der Kegelschnitt die Ebene in einem Punkte der Geraden berührt. 
Eiu solcher Kegelschnitt erfüllt aber dabei die Bedingui^ nr zwei- 
mal, weil er mit der Geraden von n zwei Punkte statt emes ge- 
mein hat. Also ist die Bedingung, dass ein- Kegelschnitt eine 
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ELeiie in eiiiem Piiiiktt; Hiner auf (iay Ebene gegebenen (-feradei! 
berührt, gleich: 

6, Ebenso ergielit sich fili- die BediDguiip; d i-ii cm K ^elsLluiitt 
eine gegebene Ebene in einem gegebenen Pun-kbe beiilhit, die H ilttf 
von der Bedingung, dasa ein Kegelschnitt duich einen gegebenen 
Punkt geht und zugleich eine gegebene Ebene beiühifc, also 

Umn-2.m')r 

7. Wenn man die dreifache Bedingung, dasi ein Kegelsdinitt 
eine gegebene Gerade berährt, mit der einfithen Bedingung », diss 
er eine gegebene Gerade schneidet, multiplioirt und dajin die beiden 
gegebenen Geraden sich schneiden lässt, so wird die entstandene 
vierfache Bedingung erstens zweimal von jedem Kegelschnitt ei 
füllt, welcher die erste Gerade in dem Schnittpimbte berührt, zwei- 
tens zweimal von jedem Kegelschnitt, welcher in der Ebene der 
beiden Geraden liegt und dabei die erste Gerade beiührt, d. h. 
welcher die Bedingung m^r ei-fllllt. Also ist die Bedingui^, dass 
ein Kegelschnitt eine gegebene Gerade in einem gegebenen Punkte 
berührt,' gleich 

Diesen sieben Gleichungen ent^prethen duil weVen (tIpicIiüi^ih 
für den Kegel. 

Mit Hilfe der so gewonnenen 14 Gleichungen können wii <lic 
in Fruge stehenden Coincidenzbe dingungen zuniiiist durch die luf 
ip, %, i', m, n, r bezüglichen Bedingungen, ilso stiüiesslich auch 
durch ji, V, Q ausdrücken. Dies ist m dei folgenden Tabelle ge 
sehehen. Für die Beweise beachte man nimentlidi, du>a gemiss 
der Beschreibung der Ausartungen <p, %, ■^ jedes Symbol f um 
dann von fp, % oder i/i erfüllt weiden kann 

I. wenn bei ^> in der Bedingung 4 dei Paktoi e steckt, neil 
eine auf (p liegende Coincidenz noch uni-ndlich viele taLhiuttebencn 
haben kann, wenn auch 9, der Schmttpimkt p und der Comcidenz 
straJil g vollkommen bestimmt sind; 

II. wenn bei % in der Bedingung s der Faktor p steckt; 

in. wenn bei -^ in der Bedingung s die Faktoren p und e 



Tabelle der rormeln, welche die Coinoidenatiedinguiigen durch die 
auf gi, j, 1(1 beeugliclieu Bedingungen ausdriicken. 

1) 1) tjf-'i.i; 2) ee"-2.!P, 3) sj)e-2.(f + 2.^ + 2.*; 
4) tft-O; 5) «J.-O. 
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11) 6) ^p'^^mx; 7) £s' = r(p; 8) Epe--='nifi -\-n%-{-2 .ii,^p\ 
9) £C(/^ = 2.m9>; 10) spg,~2.rx; 11) b<j^ = 0. 

III) 12) £i)V-^£j}^e+£j)e^ = (jMW-2.)»ä + i.mr)ip 

+ (rn-2.»-H^m«)z + 2.)iV; 
13) ep(j,^mr%-^ 14) £e(?,-=»»rqr); 15) bG-^0. 

IV) 16) ijj^c^ = (^mnr — m^r) ip + {^mnr — mr^ %+'^- U»*'') ^; 
17) £i)G = Cr%-2»-ä)x; 18) fe(? = ()BV-2.mO«p. 

V) 19) sGpe = (-^m^nr ~ m^n — m^r) <p + (i^r^nm— r'n — r^m) % 
+ 2.(^«*)^. 
Die vorgesetzten röraisclieii Nummern geben die Htiifen der 
vorausgesetzten Pläeliensysteme an. Ersetzen wir nun iiOüb die 
Symbole der rechten Seiten dieser 19 Gleicbungen durch ft, v, q, 
wie dies oben gezeigt ist, so haben wir die Coincidenzbedingungeii 
durch ^, V, Q ausgedi-ückfc. Jede Ooincidenzformei des Greradeu- 
paares also, welche nur diese Coincidenzbedingimgen und ausser- 
dem die früher durch die 10 Flächenbedingimgen 

f*j ". 9, y, y', d\ X, w, y, B 
ausgedrückten Grrundbedingungen des Strahlenpaares enthält, umss 
jetzt eine Gleichiuig zwischen den 10 Fläehenhedingungen geben. 
So erhalten wir 19 Gleichui^en, Diese stellen wir jetzt zusammen 
und zwar mit Angabe der Coineidenzformel, aus welcher jede dieser 
Gleichungen hervorgeht. In den Coincidenzformeln ist der gemein- 
same Faldior 6 wieder fortgelassen. In den resultirenden Gleich- 
imgen ist der Deutlichkeit wegen jeder aus 9, x ^^^^ ^ entstandene 
Ausdruck 

2ft — V, 2p — v, 2v— ft — p 
in eine Klammer eingeschlossen. 

Tabelle der Grleiehvingen zwischen den 10 Fläche nbediiigiingeii. 

1. Aus P'je + phs—pa^ep^ 
folgt 

4y-2i' = 2.(2p-t'). 

2. Aus egp + elip-'pe^ee^ 
foigt 

4r(L-2v^2.(2ii-v). 

3. Aus gs + h+P^ + e^=^^l>e 



folgt 



2^ + 2 p =^ . (2 ^ - i/) + 2 . (2 i> - !■) + 2 . (2i' - ft - p). 



yGoosle 



76 Drittel' Absolmitt, 

4. Alts </ph- eg,, -p^^^Op 
Mgt 

5. Ä.LI.S </Ji-pff^-e^-e</o 
Iblgt 

6. Aus pgs + ph, — G — II - i'^e^^p^ 
folgt 

7. Aus eg, + eks — G -- H- pc^=Be^ 
folgt 

8. Aus + Jf+jj^K+j)c«-^£^ 
folgt 

2y + 2y = {2ii-^v)v + (2&- v)v + Qiv 

9. Aus ffphp — p^e = scffp 
folgt 

2f(^-2/ = (2(*-v)ft. 

10. Aus geK — P^ = ^pg« 
folgt 

2p^ — 2y= (2 p — j')p. 

11. Aus G-\-g,h~P!/3 — egf,=^egi, 
folgt 

25-^-^ = 0. 

12. Aus pG +pR+ eG + eH+2 .p^e^ == ep^e^ 
folgt 

4a; + 4w — (2ft - v) (^(n' - ^f(^ + iv(i) 

+ (2i'-^-e).2.|-vl 

13. Aus gjie — eG — e'p^ = BpQs 
folgt 

pd — X — 2jü = (2p — v),\\iQ. 

14. Aus gJi'p-'pG — e^p^='fe</^ 
folgt 

15. .A.us Gh-pG-eG^iG 
folgt 
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Iß. Atis peG+pcR^Bp^e^ 

+ (2p~x')(i(tv0-^ftp^) 
+ (2«~(.-S).2.14r». 

17. Aus Gh,—j}eG = spG 

18. Ans G\-peG — ieG 

19. Aus Gh-iGpe 

°^ s-(2(i-»)(in"»p~Jn".'--äp"?) 

+ (2«-,«-?).2.J..^r'. 

Von diesen 19 Gieichungen sinil 7 iddiitisdh«^; die übrigen 12 
ergeben die 7 Bedingungen 

y, /, 8, X, w, y, s 
mit mehreren Bestätigungen als Functionen von ;t, j/, p. Man er- 
hält zurmchst mehrere Male: 
IV) ?-!»(.; 
V) y'-iv^; 
VI) «-(.?; 
Vn) « -{(2»'-3»V-3i''<) + 3<'(i'+2i'(i? + 3.'()"-2(i"- 2(>') 

[Lit. 26] ; 
VIII) «;-i(-2»'+3»'(4 + 3>''(>-3''(»'-3"'s' + 2(«' + 2s'). 
Für die vierfache Bedingung y findet man aus den Gleieliungen 
10, 17, 18 drei Terschiedene Functionen von (i, v, p, nämlicli: 
IX a) i/ = ,Jj(2i'*— vV— v'p — 4fVP+*^f*^9+^*/'P^~4c^P~4fip^); 
IXb) l/-i(2t.»(>-3i'V9- 3»V'+3i;(i's+3"'(><i'+2»()'"2fi"s 

-2ff")l 
IX c) ?/ = :^(2i'V- 3vVp-3i'VH3i'ftpH3i'ftV + 2i';i=-2fit>^ 

"2c=9). 
Für die fünffache Bedingung s erhält man endlich: 

— 4i'((.* + 6i'(i'p4-6i'(ip' — 4vp*— 4ji*4) — 4/(^*). 

Durch ;i, v, q mid die eben als Functionen von fi,, v, p 

dargestellten 7 Flächenbedingungen lassen sich, wie im Anfang 

dieses Paragraphen gezeigt ist., vermöge der Incidenzformeln alle 

diejenigen Bedingungen ausdrücken, welche einer Fläche dadurch 
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erwachsen, d^as maii den auf ilmen liegenden Strahlenpaaren be- 
liebige Grundbedingungen zuschreibt. Wir können daher jetzt alle 
solche Flächenbedingungen durch die drei einfachen Bedingungen 
fi, Vj Q ausdrücken; z. B. erhält man für die aus p^eg resultirende 
Flächenb edin gung 

wegen IV, V und VI: 



llV + QV + flQ, 



d. h. in Worten: 

„ Jw jedem beliebigen zwmtmfigen Flächensysteme gieht es co' Flä- 
chen, von denen jede eine gegebene Gerade so schneidet, äass die einem 
Schnittptmkte (mgehörige TangenUalämte darcli einen gegebenen Fimkt 
geht In jeder dieser Flächen liegen zwei Gerade, welclie <mf der eben 
gena/rmten TangenUäld>ene sich in jenem Sdmitlptmkte schneiden. Die 
so entstehenden co^ Geraden bilden eine Linienftäche, deren Grad imm^ 
gleich der Stimme der drei Zahlen ist, welche imgeben, mieiiiel Flächen 
des istveiskifyen Systems erstens durch dnen gegebenen PunH gelten 
und eine gegebene Gerade berühren, gweitens dne gegebene Ebene und 
eine gegebene Gerade lerührm, drittens durch einen gegebenen Ftutlct 
gehen tmd dne gegebene Ebene berühren." 

Femer erhält man für die aus ffihs stammende Plächenbedingung, 
da gsh.,=' gpH -\- Ghe ist, 

fix-'r QX. 
Hieraus ergiebt sich nach Benutzung von VIT; 

In jedem vierstufigen Systetne von Flädien giveiten Grades giel4 
es 00* Flächen, welche dnen Strahl eines gegebenett StraJilbüscfiels ent- 
halten. Auf jeder dieser Flächen wähle man di^enige Begelschaar 
aus, welche jenen StraM des StraMbüschels sdmddet. Die oo^ Slrählen 
der so entstehenden ca^ Begelschciaren bilden einen Gomplex, dessen Grad 
sich durch die aus ft, v, q susammengesetsten merfaclien Bedingungen 
artsdrüeken lässt, wie folgt: 

^ {2vV + 2f V - 3i/V^ •- öj-Vp - 3vV^ + 3r;(^ + Ö-cfi^p 
+ 5i'fip^4-3*'p^ — 2f(* — 2^'ß — 2(tp*' — 2()*). 

Die in diesem Paragraphen erörterten Fragen hat der Ver- 
fasser noch etwas eingehender behandelt m seiner Abhandlung 
„Moduln bei Flächen zweiter Ordming" (Math. Ann. Bd. 10 pag. 318) ; 
dort ist auch gezeigt, wie man die gefundenen Resultate durch Be- 
nutzung des Princips von der Erhaltung der Anzahl bestätigen kann. 
Ferner sind dort im Anschluss an die Thatsache, dass sich für y 
drei verschiedene Functionen, TSa, IXb, IXc, ergeben, Betrachtungen 
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angestellt, welche für die Charakteristilcmtheone (hier Abschn. VI § 38) 
der Flächen zweiten Grades von grosser Bedeutung sind. Dabei 
ergab sich, dass bei einer Fläche zweiten 'Grades immer «wischen 
den aus fi, v, Q zusammengesetzten 

1) weniger als vierfacly^t Bedingungen lieme, 

2) 15 vierfac/ien Bedingungen ewei, 

3) 21 fünffachen Bedingungen acht, 

4) 28 sechsfachen Bedingungen achtzehn, 

5) 36 si^jenfachen Bedir^ur^en dveissui, 

6) 45 achtfachen Bedingungen swetundmet sig 

von einander unabhängige, allgemeii^iltige Gleichungen bestehen 
Solche zwei von einander unabhängige Gleichimgen zin&chen den 
15 vierfachen, aus ji, v, q zusammengesetzten Bedme^mgen können 
wir z. B. erhalten, wenn wir die drei Functionen tui y emiudei 
gleichsetzen. Um jedoch zwei Relationen zu gewinnen, welche 
durch duale Uebertragung in sich selbst ubeigehen, setzen wir 
erefcens die Functionen in IXb und IXc emandei gleich, zweitenb 
aber die Function in IXa gleich der halben Summe dei Functionen 
in IXb und IXc. Dann kommt; 

XI) 2rV-2j'^e-3rV^ + 3f^9' + 2i'f*5-2vt.= = 0, 

XII) 2v* - övV -5v^9 + 6vV + Sv^iiQ + ev^f-Avfi^ 

— ßvii^Q — 6v(ip^ — 4vp^-f-4(t^() + 4ftp^ = 0. 
Jn der citirten Abhandlung des Verfassers sind die gewonnenen 
Resultate auch auf Kegelschnitte übertragen. Da die 
Formeln nämlich für jede Fläche zweiten Grades gelten, f 
sie auch für die Ausartung fp gelten oder, was dasselbe ist, die 
Formeln dürfen mit der Bedingung fp multiplicirt werden. Dann 
aber kann man, wie oben erörtert ist, für die Symbole \fp^, fpv, 
ipQ die Bedingungen m, n, r einführen, welche bezüglich aussprechen, 
dass der auf ip liegende Kegelschnitt seine Ebene durch einen ge- 
gebenen Punkt schickt, eine gegebene Gerade schneidet, eine ge- 
gebene Ebene berührt. Man hekommt also auf diese Weise aus 
jeder Gleichung zwischen Bedingungen der Fläche zweiter Ordnung 
eine Gleichung zwischen Kegelschnittbedingungen. Z. B. ergiebt 
Formel VI! für den Kegelschnitt die Gleichung: 

XIII) x = ^n^ —■ |-nV + -Iwr^ — \t^ — \n*m + nrm -f 3«»i^ — 4«»*, 
wo die Pläehenbedingung x, eine Gerade zu enthalten, noch durch 
eine Kegel Schnittbedingung zu ersetzen ist. Nun wird aber x von 
einer Fläche ip swcimal dadurch erfällt, dass der Kegelschnitt auf 
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95 die Gerade der Bedingung x beröhrt, d. h. eine Bedingung er- 
füllt, welche nach den Incidenzformeln (§ 12 Nr. 8) gleich 

ist. Setzt man demgemäss das doppelte dieser Function für x ein, 
so erhält man: 

XIV) 2n^—Sn^r + 3nr^ — 2r^ — Gmn^ + Amnr 

-\-12w?n — 8m^r=-0. 
Dies ist aber eine Gleichung zwischen den dreifachen, aus m, n, r 
zusammengesetzten Bedingungen des Kegelschnitts. SpecialisiiH; man 
diese Grleichung dadurch, dass mau die Kegelschnittebene als ge- 
geben voraussetzt, d. h. die Gleichung mit nfi multiBliciiii, so erhält 
man eine Fffrmel, welche von Cremona und Halphen bei Gelegen- 
heit ihrer Untersuchimgen über Kegelschnitt-Charakteristiken aufge- 
funden ist und auch in demLindemann'schen Werke über Clebsch's 
Vorlesungen (pag. 406 Formel 11) abgeleitet ist (Lit. 27). Der Ver- 
fasser hat femer bewiesen (Math. Ann. _Bd. 10 pag. 360), dass bei 
einem Kegelschnitt immer zwischen den aus m, n, r zusammen- 
gesetzten 

1) weniger als dreifachen Bedingungen Imne, 

2) 10 dreifachen Bedingungen eine einsige 

Gleichung besteht, dass aber zwischen den aus ni, 11, r zusammen- 
gesetzten 

3) 14 vierfachen Bedingungen vier, 

4) 18 fünffachen Bedingungen neun, 

5) 22 sechsfachen Bedingungen sechszehn, 

6) 26 siebenfachen Bedingungen dreiundzwansig 

von einander unabhängige, allgeraeingiltige Gleichungen bestehen. 

§ TT. 

Die Paare Terschiedeüartiger Hauptelemeute und ihre 

Coincldenzbedingungen. 

Wir betrachten zuerst das aus einem Funkte f und einer Ebene e 
bestehende Paar. Dasselbe hat die Constantenzahl 6 und erfüllt 
eine einfache Ooincidenzbedingung £ dadurch, dass der Punkt p in 
die Ebene e fällt oder, um in der Terminologie des II. Abschnitts 
zu reden, wenn p und e einander incident werden. Um eine all- 
gemeine Beziehung zwischen p, e und b zu finden, setzen wir ein 
eiustuflgea System von solchen Paaren voraus und fassen bei jedem 
Paare den Punkt p mit jedem der co* Punkte auf der zugehörigen 
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Ebene e als Punktepaar p, q zusammen. Dann enthalt das voraus- 
gesetzte einstufige System ein dreistufiges System von so definirten 
Pnnktepaaren. "Auf dieses dreistufige System wenden \vir die For- 
mel 3 des § 13 an. Dann ist das Symbol p^ gleich null zu setzen. 
Für g* hat man e einzusetzen, weil durch den Punkt der Bedii^ui^ 
g^ c Ebenen gehen, deren jede einen zugehörigen Punkt p besitzt. 
Um gs zu bestijumen, beachten wir, dass die Ebene der Bedingung 
gs p Punkte enthält und dass die Verbindungslinie jedes dieser 
p Punkte mit dem Punkte der Bedingung ^, die zugeordnete Ebene 
in einem Punkte g schneidet, welcher mit _p zusammen ein Punkto- 
paar bestimmt. Also ei^eht sich, dass p statt g^ zu setzen ist. 
Endlieh wird die Bedingung sg^ in der ai^ewandten Formel von 
jedem Paare erfüllt, bei welchem p auf e liegt, weil dann jeder 
durch p gehende Strahl als der Verbindunga strahl der coincidir enden 
l'unkte gelten darf. Die gesuchte Beziehung ist also: 

1) p+e^s. 

Hieraus folgen durch symbohsche Multip lication mit den auf p 
und e bezüglichen Grundbedingungen: 

2) p^+pe=p£, 

3) pe + e' = eB, 

4) p^ + p^e-^p^£, 

5) p^e+pe^'='pe£, 

6) pe'+^ = e^e, 

7) p^e=p^£, 

8) p^e + jp^e^ = p^e e, 

9) p^e^+pe^=pe^£, 

10) p^ = ^E. 

Man bemerke, daas die Siunnie der linken Seiten von 7 und 9 
identisch ist mit der Summe der linken Seiten von 8 und 10, dass 
also auch 

p^s+pe^s---p^e£ + e^s 

ist. Dies ist aber nichts anderes, als die Incideuzformel VII des 
§ 10. Benutzt man das dort bei Formel XIIT und XIV eingeführte 
Symbol pe, ao erhält man: 

11) p^e^'^pes. 

Endlieh erhält man die Formel fünfter Dimension: 

12) /e^=i>äe^, 

13) p^c^ = pc^E. 
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Beispielsweise wenden wir diese Fortnelii auf die Fläche «"" 
Ordnung an, indem wir jeden Punkt derselben mit seiner Tangential- 
ebene als ein Paar zusammenfassen, das die OoincidenKbedingvmg 
s erfüllt. Es ist dann ji^e gleich der Ordnung n, pes gleich dem 
Range n(n—l) und e^£ gleich der IClasse n(n—iy der Fläche «u 
setzen. Folglich ergeben sich p^, p^e, p^, e' aus den Gleichungen 
4, 5, 6, sobald man eine dieser vier Zahlen kennt. Fassen wir da- 
her die aus den Punkten und den Tangentialebenen einer Fläche 
w*""" Grades bestehenden Paare als Coincidenzen gewisser Paare auf, 
bei denen einem gegebenen Punlite dne einsige Ebene zugeordnet 
ist, ao folgt aus 

/-) 

durch die Formeln 4, 5, 6 mit Noth wendigkeit: 

j)*e = n— 1, pe^^n(n— 1) — (w— !) = («— 1)^, 

Die einem Punkte auf diese Weise hinsichtlich einer Fläche 
zugeordnete Ebene nennt man bekanntlich seine Folarcbene. Für 
ein einshifiges System von Flächen liefern daher die Formeln 7, 
10 und 11 unmittelbar die bekannten Sätze der Polarmtheone: 

„Der Grad des einstufigen Ortes der Pol<M-ebmen mies Fimktes 
in JBemg auf alle FläcJien eines einstufigen Flächensystems ist dien 
so gross, wie die Zahl der durch einen gegebenen I^ihkt gehenden 
Fläehen dieses Systems. 

Der Grad der Cwve aller l^mkte, welche in Bemig auf dUe 
Flächen eines einstufigen Flächensystems ein mid dieselbe Polarebene 
Indien, ist e&e« so gross, wie die Zahl der eine gegd)ene Ebene &c- 
rührenden Flächen des Systems. 

BesUmmi man mt den sämmtlichen Punkten einer Geraden die 
Pohirebenen in Bezug auf alle Flächen eines einstufigen Systems, .so 
bilden diese Polarebenen einen ziomtufigcn Ort, dessen Grad gleich 
der Ztüü der eine geg^ene Gerade berührenden Flächen des Systems ist." 

Wir gehen jetzt dazu über, in analoger Weise das a/us einem 
FitnJcte p, einem Strahle g und ihrer V^bindungsebene e bestehende 
Paar zu behandeln. Dasselbe hat die Constantenzah! 7. Als ein- 
fache Coincidenzbedingnng hat man che Bedingung s zu betrachten, 
welche verlangt, daas p und g einajider incident sind imd zwar bei 
völlig bestimmter Verbindungsebene e. Verlangt man jedoch, dass 
p so auf g fällt, dass als ihre Verbindungsebene jede Ebene durch 
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g gelten kaiuij so legt maji dem ans p und y bestehenden Paare 
eine ztveifaclie Bedingung auf, die wir volle Coincidmz (analog in 
§ 13) nennen. Jedes Paar mit voller Coincidenz erfüllt also die 
zusammengesetzte Bedingung ea. Um eine Beziehung zwiachen p, 
g, e, E aufzufinden, fassen wir bei einem einstufigen Systeme jeden 
Punkt p mit jeiJem Punkte q des zugeordneten Strahles g als Punkte- 
paar zusammen und wenden auf das erhaltene zweistufige System 
von Punktepaaren die Formel 2 des § 13 an. Dann ist p^ gleich 
null zu setzen. Für g^ ergiebt sich g, weil die Gerade der Be- 
dingung q^ von g Strahlen g geschnitten wird, deren jede mit ihrem 
zugeordneten Punkte p ein Punktepaar bestimmt. För g, ist p ein- 
zusetzen, weil die Ebene der Bedingung ge p Punkte enthält, welche 
p zugeordnete Strahlen g besitzen, und weil jeder dieser Strahlen 
die Ebene von ge in einem Rmkte q schneidet. Femer hat man 
für gp e einzusetzen, weil durch den Punkt von ffp e Ebenen gehen, 
deren jede einen Punkt p und einen zugeordneten Strahl g besitzt, 
und weil dann die Verbindungslinie eines solchen Punktes p mit 
dem Punkte von gj, den zugeordneten Strahl in einem Punkte q 
sehneidet. Endlich hat man für das eg der angewandten Formel 
die Bedingung s zu setzen, dass p auf g fällt und dabei die Ver- 
bindungsebene e bestimmt bleibt. Als Verbindungsstrahl von p und 
q hat man nämlich die Gerade aufzufassen, welche von p nach dem 
Schnitt der Ebene e mit der Geraden der Bedingung eg gezogen 
werden kann. Es lautet also die gesuchte Beziehung 
14) p + g- c = s. 



Hieraus folgt i 


Ä-fliter: 


15) 


p'+pg-p'-i", 


oder 


ps+g'-'s-si', 


16) 


pg+s.-''-g', 


oder 


i)e + e^-e* = fi£, 


17) 


pe + ür-ei, 


oder 


p''+l>'!l-p'e-p't, 


18) 


rfg-ri-f', 


oder 


i'^^ + .?>-e,'A = .'>«, 


19) 


p,l,-^,f-g,t, 
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20) 


f9p + 0^-e0p-9p^, 


oder 


pe^ + e^g-e^ = e^£^ 


21) 


pe^+eg,^eh, 


oder 


p^e+peg-pe^=-pe£, 


22) 


p^e+p(j^=pee, 


23) 


P^g-P^e=ph, 


oder 


P9, + G — e^, = g,£, 


24) 


P9>-e^9 = 9^s, 


25) 


p^g.-pe^'^PO.E, 


20) 
27) 


p'e+peg-p^=pe6 


28) 


Pff,+P^ = e(/,£, 
und so fort. 



Aus diesen Formeln ergeben sich durch duale Ueljortragung die 
analogen Formeln für das aus einem Strahle <?, einer Ebene e und 
Uirem Sclmittpunkt p bestehende Gebilde. 

Als Beispiele fttr die obigen Formeln wählen wir die Zahl- 
bezieiiungen (Lit. 28), welche sich atif Correspoiiäeneen zwischen dm 
Funkten eines Fwnktorts v/nd den Strahlen eines gleickskißffen Strahlm- 
orts beziehen. Dabei haben wir zu beachten, dass, wenn ein Pimkt 
eines gegebenen Punktorts mit emem Strahle eines gegebenen 
Strahlenorts coincidirt, dass dann das aus beiden Hauptelementen 
bestehende Paar die Bedingung ea und nicht bloss e erfüllt, weil 
als Verbindungsebene des Punktes und des ihm incidenten Strahles 
jede durch den Strahl gehende Ebene aufgefasst werden darf. Ist 
daher eine ßaumeurve m'^' Ordnung und eine Linienfläche a^" Grades 
derartig auf einander bezogen, dass jedem Punkte der Bauracurve 
y Strahlen der Linienfläehe entsprechen und jedem Strahle der 
letzteren % Pimkte der Raumeurve entsprechen, so hat man For- 
mel 14 anzuwenden, t gleich null zu setzen und m . y für p und 
ß.jr für g zu substituiren; e aber bezeichnet dami den Gfi'ad des 
einstufigen Orts derjenigen Ebenen, welche immer einen Punkt der 
Raumeurve mit dem entsprechenden Strahl der Linienfläche ver- 
binden. Also gilt der Satz (cf. Brill, Math. Ann. Bd. Vn p. 621): 

„ Sinä eine Itaiimmrve m'™ Grades vnd (nne Idnienfläche a**" Gra- 
äes derartig aiif einandefr hcisogen, dass jedem Punkte der Saumciirve 
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y Strahlen der Linimftäche , und umgelieli/rt jedem StraJik der lAnien- 
flädie IC l*unJäe dsr Baummrve entsprechen, so yehen von den oo^ Ver- 
hindungsebmen entsprechender Elemente immer 

m.y + a.7t 
durch jeden Tunht des Baumes."' 

Ebenso erhält man aus den Fonneln 15, 16, 17 Resultate, 
welche sich auf Correspondeuzen zwischen den Punkten einer Fläche 
und den Strahlen einer Congi'uenz beziehen. In diesem Falle hat 
man ps und gB gleich null zu setzen und e* giebt an, wie oft es 
vorkommt, dass ein Punkt auf dem ihm entsprechenden Strahle 
liegt. Eliminirt man das Symbol pe aus den drei Gleichungen, so 
erhält man zwei Zahlbeziehungon, wolehe sich aussprechen lassen 
wie folgt: 

„Es tnö«/cn die Funkte einer Fläche m'™ Grades den Strählen 
einer Congniens vom Feldrange a tmd vom Bündelrange 6 derartig 
en^precken, dass jedem I^nlcte der Fläche y Strahlen der Gongrusns 
und umgekehrt jedem StriMe der Congrums n Pii/rü^te der Fläche svr 
geordnet sirtä, dass ferner den co^ Funlct&i einer aus der Fläche cms- 
gesehnütenen ^mm Oiirve die StrcMen einer Linienfläche d'*" Grades 
entsprechest. Dann ist der Grad des Orts der oo^ YerlnndimgsAerum 
enisp'echmder Elemente oder, was dasselbe ist, die Klasse "der von. ihnen 
migehilUten Fläche gleich 

a.a + S, 

tmd die ZaJd derjenigen Strahlen, dereit entsprecfiende JPiinIcte auf ihnen 
seihst liegen, gleich 

m.y+ä + h.n. 
Um eine analoge Formel bei der Correspondenz der oo^ Punkte 
des Raumes mit den oo^ Strahlen eines Complexes zu erhalten, 
eliminii'en wir aus den fünf Formeln 18 bis 22 die Bedingungen: 

pe, e', eg^. 
Dann erhalten wir für den Fall, dass p^e, g^B, gi,s gleich null ist, 
die Formeln: 

pes^p^+p^g+pgp 
imd 

ge£ = e^£^p^g+pgs+pgp + g,. 
Aus ihnen geht dann folgender Satz hervor: 

„Es mög&i die Fumkte des Saumes auf die Strahlen eines Linien- 
complexes a'™ Grades derartig hesogen sein, dass jedem Fmictc y Strah- 
len des Complexes und umgekehrt jedem Complexstrahl % Fmilcte su- 
d, dass femer den oo' Pwikten dner gegSenen Geradem. 
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die Co' Strahlen einer im Co»ij}lexe liegenden Lmienjlfidic 6'^" Grades 
entsprechen, und dass endlich den oo^ Funkten einer gegebenen Ebene 
die co^ Strcüilen einer m Complexe liegenden Congruens mgehören, die 
den Bündelravg ß und den Feldrang (p Mt. Dann bilden, di^migen 
PunMe des Mattmcs, die auf entsprechenden Strniilen liegen, eine Curvc 
vom Grade 

Y+d + ß, 
und diese ihnen entsprechenden Strahlen selbst eine Linienflücho vom 
Grade 

d + ß + ip + a.n. 
Analog cten eben aufgestellten Foiiaeln für die Correapondeiiz 
zwischen den Elementen der Punktörter und den Elementen der 
ihnen gleich stufigen Strahlenörter kann mau aus den Coincidenz- 
foriiieln auch Formeln gewinnen fftr die Correspondenz zwischen 
den Elementen von irgendzmlchen zwei anderen Oertem, z. B. 
zweier Complexe. 

§ IS- 
Ableitung der Cayley-Brill'schen Correspondeuzformel aus 
den allgemeiiieii Colncidenzformeln für Punktepaare. 

Mehrers Mathematiker (Lit. 28) haben Werth darauf gelegt, 
das Chasles'sche Oorcespondenzprincip von der geraden Punktreihe 
auf Planeurven auszudehnen, und sind dabei zu folgendem Resultate 



„Gegeben sei eine feste FUmcwrve 6 vom Geschlechte p und der 
Ordnung m, und ein derartiger algt^aischer Zusammenhang zwischen den 
Funkten ihrer Ebene, dass jedem Funkte x der Ebene sämmfliche Fmiläe 
einer Curve s*®" Ordmmg entspredten, und umgekehrt jedem Funkte y 
der Ebene sämmtliche Punkte einer Ourve r"^ Ordntmg. Dawn ent- 
sprechen einem Funkte x der Curve b m.s Funkte y, welche gleich- 
falls auf der Curve h liegen. Umgekehrt mt^echen imf b einem 
Punkte y m.r Funkte x. Bei möglichst allgemeiner Auffassung muss 
man nun annehmen, dass in jedem Funkte der Curve b ymoii eine 
Coinciäene zweier einander zugeordneter Punkte x mjm? y stat^ndet, 
nur dass der Verbindungss^-ahi dieser coincidirenden Punkte im all- 
gemeinen nicht mit der Tangerde zusammen su fallen braucht. Es ent- 
sprechen also dadurch auf b jedem Pwtkte x ntvr m.s — y = a von x 
verschiedene Punkte y, und umgekehrt jedem Funkte y nur m.r—y^ß 
von y verschiedene Pmkte x. Dann soll es auf der Curve i 
t = a-^ß-i-2p.y 
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M(üe mricommen, dass zwei so susammmgehSrige Funkle x und y 
wnendlick nahe liegen" 

Das durch diese Formel gelöste Problem gewinnt bei der durch 
unseren Kalkül ermöglichten allgemeineren Auffassung des Corre- 
spondenzprincips folgende Gestalt: 

„Gegä)m ist in fester Ebene erstens ein dreistußges System 2^ 
von PiiMepaaren p, g, g. Dasselbe hesUzt ein gwdstufiges Si/stem £j 
von Coineidm0en s, deren jede mis dem Coinctdenspunkte p mid dem 
die crnnddÄ/renden Fmkte veriind&iden Strahle g besteht. Gegdxm ist 
iswdtem vn derselben Ebene eine Flancwve mf^ Ordnung, n'^" Ranges, 
welche durch ihre oo^ Tangenten und mgehörigen Berjßmmgspimkte 
ein dnstußges System 27j von Gebilden feststellt, deren jedes «ms 
änetn Strahle und mem dara^if liegenden Tunkte besteht. Gesucht 
wird die Zahl % der dem Systeme 2Jj und S^ gem^nsamen Gebilde." 

Diese Zahl ist in § 14 am Schluas berechnet. Es ist nämlieh 

1) T^-^m.v+n.fi, 

wo V angiebtj wieviel Gebilde in ^2 liegen, die einen gegebenen 
Strahl g besitzen, imd ft angiebt, wieviel Gebilde in 2J^ liegen, die 
einen gegebenen Coincidenzprmkt p besitzen. Es ist also für v sgg 
und für fi s^ einzusetzen. Es handelt sieh also bloss noch darum, 
Bge und Ep^ durch die Zahlen ß, ß, y auszudrücken. Das Symbol 
sp^ zählt aber, wie oft jeder Punkt der festen Ebene als Coinci- 
denzpunkt auftritt, ist also gleich y zu setzen. Um auch eg^ zu 
bestimmen, wenden wir die Punktepaarformel 13 des § 13 (pag- 45) 
an; diese heisst; 

Hier ist wegen der festen Ebene sgp, p^ und q^ gleich null zu 
setzen; ep^ ergab sich eben gleich y; p^q ist der oben mit s be- 
zeichnete Grad der Ourve, deren Punkte einem Punkte x entsprechen, 
pq" ist der oben mit r bezeichnete Grad der Curve, deren Punkte 
einem Punkte y entsprechen. Also ergiebt sich aus der Coincidenz- 
f ormel : 

2) £g,^s + r — 2.y oder v-=s + r — 2.y. 
Folglich wird aus Formel 1: 

3) T = m.s-\-m.r — 2.m.y-'rn.y. 

Nun sollte aber die Zahl m.s — y mit a und die Zahl m.r - y 
mit (3 bezeichnet werden. Ersetzt mau demgemäss m.s durch 
a + y, in.r durch ß + y, so kommt endlich: 

4) T. = a + ß + y .{n-~2 .m + 2). 
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Herr Brill hat aber die gesuchte Zahl gleich 

gefunden., wo p das Geschlecht der Curve h hezei(;hiiut. Da nun 
nach den Plückcr'achen Formeln 

2p = n — 2 .m + 2 -\- h 
ist, wo k die Zahl der Rückkehrpunkte auf h ist, so ist die 
Brili'sche Zahl um y . k grösser als die unsere. Dieser Widerspruch 
erledigt sich dadurch, daas bei der durch den Geschlechtsbegriff 
veranlassten Auffassung von Brill (Clebseh's Vorl. v. Lindemann, 
I. Th. pag. 456, 457, 460) in jedem Rückkehrpunkte y Coincidenzen 
auch dann mitgezählt werden, wenn der Verbindungs strahl der 
coincidirenden Punkte nicht mit der Eückkehrtangente zusammen- 
fallt. Infolge dessen hat Brill seine Zahl* jedes Mal um y.k zu 
vermindern, wenn die einem Rückkehrpunkte entsprechende Corre- 
spondenzcurve in ihm einen «-fachen Punkt besitzt. 

Ein näheres Eingehen auf die Art und Weise der Anwendung 
der Formel 4 kann der Verfasser sich ersparen, weil diese Formel 
in den folgenden Untersuchungen niemals zur Anwendung gelangt, 
da immer die unmittelbare Benutzung der Coincidenzformeln des 
§ 13 schneller und bequemer zum Ziele führt. 

Die Brill'sche Ponnel für die Zahl derjenigen Punktepaare 
einer Planeurve, welche zwei auf dieser Curve liegenden Oorrespon- 
denzen gemeinsam sind, ergiebfc sich bei uns in § 42 (Formel 29) 
aus den allgemeinen Formeln für die gemeinsamen Elemente zweier 
Systeme von Punktepaai'en (Lit. 54). 
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Die Bereohmuiff von Anzahlen durcii Ausartungen. 



§ 19. 

Anzahlen für Gebilde, die aus eiullieh vielen 
Hauptelenienten bestehen. 

Während wir in den vorhergehenden Abschnitten die l'undamen- 
-talsten AjizaM- Beziehungen entwickelt haben, beschäftigen wir uns 
in diesem Abschnitte mit der Aiifflnduiig von Anzalilen selbst. Für 
die drei Hauptelemente sind die wichtigsten Anzahlen axiomaUsc\ 
und in § 6 fiir die Aufstellung fundamentaler Formeln verwerthet. 
Durch das Princip von der Erhaltung der Anzahl lassen sieh ge- 
wisse dieser Anzahlen anf die Übrigen zurückführen. Man setze 
z. B. fiir den Strahl die folgenden drei Angaben als Axiome voraus: 

1. Wenn es einen Punkt giebt, der aiif zwei gegebenen Strahlen 
liegt, so giebt es auch eine Ebene, welche diese Strahlen enthält, 
und umgekehrt. 

2. ^s gieU einen SWdIil, welcher uwei gegebene Pmkte enthält 

3. Es giä)t einen Strahl, welker in zwei gegebenen Ebenen liegt. 
Dann kann man mit Benutzung des Princips von der Erhaltung 

der Anzahl den folgenden Schluss ziehen: 

„Es giebt zwei Strahlen, welche vier gegebene Strahlen sehmeidm." 
Auf die Gfnmdbedingmigen der Hauptelemente lassen sich aber 
vermöge des Princips von der Erhaltung der Anzahl oder vermöge 
der aus diesem Principe resultirenden Incidenzfonnein (II. Abschnitt) 
die Grundbedingungen aller derjenigen Gebilde zurUckfiihren, welche 
a/as einer mMicJien Anzahl von Hauptelementen zusammengesetzt 
sind. Deshalb lassen sieh auch für solche Gebilde die wichtigsten 
Ajizahlen leicht bestimmen. So wurde schon in § 9 folgende 
Anzahl berechnet: 



y Google 



90 Vierter Absclmitt. 

„Es yieht drei räunüiclie n-Eclx, welche jede ihrer n Ecken atif 
eine gegebene Ebene werfen und jede ihrer n Seiten dttrc/t einen ge- 
gebenen Ptmlzt schicken." 

Beispielsweise fugen wir noch die folgende AnKa.lill)estiminuiig 
hinzu. Ein Gebilde F bestehe aus 5 Strahlen ffj^, g^, g^, g^, g^, die 
in einer und derselben Ebene liegen imd zugleich sich in einem 
und demselben Punkte sehneiden. Diesem Gebilde, welches die 
Constantenzahl 10 hat, legen wir die 10-fache Bedingung auf, dass 
jeder der fUnf Strahlen zwei gegebene Gerade achneiden soll, d. h. 
eine Bedingung, welche nach den Festsetzungen des I. Abschnittes 
folgendes Symbol hat: 

gi^g2^h^Ö4!'9f^ 

Gemäss der Formel 9 des § 6 köimen wir hierfür auch 
achreiben: 

(gu+gip) (gie+gsp) (g^e+gap) (ßie+gip) (göe+gbp)- 

Führen wir die angezeigte Multiplication aus, so erhalten wir 
eine Summe von 32 Anzahleii, von denen nur diejenigen 20 von 
null verschieden sind, deren Symbole 3 mal den Index e und 2 mal 
den Index p oder umgekehrt aufweisen. Diese Zahlen sind aber 
nach den axiomatischen Anzahlen sämmtlich gleich 1, Es giebt also 
20 Gehlide, welche die gestellte Bedingimg erfüllen. 



§20. 
Anzahlen für Kegelschnitte [Lit. 30). 
Von denjenigen Gebilden, welche unendlich viele Haupteiemente 
enthalten, aber nicht Grundgebilde sind, ist hinsichtlich der Be- 
stimmung von Anzahlen am leichtesten zu behandeln der Kegel- 
schnitt. Wir fassen denselben gleichzeitig als einstufigen Ort seiner 
Punkte, wie auch als einstufigen Ort seiner Tangehten auf. Beide 
Oei-ter sind zweiten Grades und haben ihre oo^ Elemente sämmt- 
lich in einer und derselben Ebene. Dem Kegelschnitt legen wir 
zunächst die folgenden drei Bedingungen auf: 

1. (i, dass er seine Ebene durch einen gegebenen Pmikt schiuke, 

2. V, dass er eine gegebene Grade schneide, 

3. Qf dass er eine gegebene Ebene berühre. 
Durch diese drei Bedingungen und die aus ihnen zusammeu- 

Bedingungen lassen sich beim Kegelschnitt alle) möglichen 
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Bedingungen ansdriicken, wie im VI. Abschnitt gezeigt werden soll (cf. 
jedoch Lit. 51). Es handelt sich also hauptsächlich darum, diejenigen 
Zahlen zw bestimmen, welche angeben, wieviel Kef/elsefmiUe aUe denlc- 
haren am (i, v, p fftisammengesetsten 8- fachen Bedingimgen erfüllen. Die Be- 
rechnung dieser Anzahlen gelingt nach der von Chasles begründeten, 
von Zeuthen {Alm, Egensk. v. Syst. af pl. Kurver, Vidensk. Selsk. 
[5], IV, p. 287 bis 393) ausgebildeten Methode (cf. des Verfassers 
Abb. in den Math. Ann. Bd. XIII § 31) dadurch, dass man erstens 
diese Anzahlen auf diejenigen zurückführt, welche angeben, wieviel 
Kegelschnitte alle denkbaren, aus n, v, p zusammengesetzten 7-fachen 
Bedingungen und ausserdem die eine oder die andere von gewissen 
awej invarianten (§ 2) Bedii^ungen erfüllen, und dass man 
zweitens die letztgenannten Anzahlen direct durch die axiomatischen 
Anzahlen ausdrücken kann. Um die Natur dieser invarianten Be- 
dingungen deutlieh zu erkennen, lüde/ii wir dm aUgemeinen Kegel- 
seJmitt in folgender Weise homographisch ab (cf. § 16, pag, 68), 
CLit. 24.1 

Wir nehnaen in fester Ebene einen Punkt S als Centrum und 
eine Gerade r als Axe der Homographie an und bestimmen das 
Bild Ä' jeden Punktes Ä der Ebene, indem wir den Strahl SA 
ziehen, auf SA den Schnittpunkt lia mit r aufsuchen imd dann auf 
dem Strahle SAM^ den vierten Punkt A' so bestimmen, dass das 
Doppel Verhältnis 3 

SA SA' 
EaA' MaA' 
wird. Construirt man in dieser Weise die Bilder der sämmtlichon 
Punkte eines in der festen Ebene liegenden, aber nicht durch 8 
gehenden Kegelschnitts K, so erhält man alle Punkte der Axe r, 
und jeden mveimal gerechnet. Jeder Tangente von K entspricht als 
Bild im allgemeinen einzig und allein die Gerade ?■; nur zu jeder 
der beiden Tangenten, welche von 5" aus an K gehen, erhält man 
unendlich viele Bilder, iwtmUch alle Strahlen des Strahlbüschels, 
dessen Scheitel der Schnittpunkt der Tangente mit r ist. Das so 
gewonnene Bild des Kegelschnitts K ist also ein Kegelschnitt mit 
folgender Definition: 

„Seine J^wüste büden swd in einen, StraM msammenfaUende Geradß 
und seine Tangenten mm im allgemeinen getrennt liegende Strahl- 
hüschel, deren Scheitel a/af jener die Punkte enthaltenden, Gnaden liegen." 

Durch diese Definition ist der allgemeinen Kegelschnittdeii- 
nition eine Besehränkui^ hinzugefügt, welche als einfache, dem 
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allgeiiieiiieii Kegelschnitt auferlegte, invariante Bedingung anzusehen 
ist, weil die Constantenzahl 8 dadurch um 1 erniedrigt wird. Wir 
bezeichnen difse eiufat,he Bedingung mit ij und jeden Kegelschnitt, 
der sie erfüllt, als einen Kegelschnitt jj. Einem Kegelschnitt ent- 
spricht fehl dual ein Kegelschnitt S mit folgender Definition: 

„Die Funlie mies KegeUclmiUs 8 hiläm zwei im allgemeinen ver- 
sdiicdmc Goaden, seme Tamjentm moei gmammmfaUmäe Strahl- 
hiisdid, derett Scheitel der ScImiüpimM der ieiden Geraden ist." 

Die einfache Bedingung, welche ein Kegelschnitt dadurch eifüUi, 
dass er ?.u einem Kegelschnitt Ö wird, bezeichnen wir auch mit S. 
Das Erfüllen der invai'ianten Bedingungen d oder jj nennen wir 
Ausarten, deiugemäss die Kegelschnitte 5 und *; selbst Ausartungen. 
Alle Bedingungen, welche S oder ?j als Falitor enthalten, heissen 
Amartmtgsbedingungen und die durch sie bestimmten Anzahlen 
Amar^ngsaivsaJilcn. Die Möglichkeit der Bestimmimg der gesuchten 
Kegelschnittanzahlen durch Aus ai^tungs anzahlen beruht nun vor 
allem darauf, dass zwischen den drei Bedingungen 

II, V, Q 

einerseits und den beiden Bedingungen 

andererseits zwei Gleichungen bestehen. Diese ergeben sich leicht 
direct aus dem Chaslea'aehen Correspondenzprincip oder aus unseren 
Coincidenzformeln für das Punktepaai- und das Strahlenpaar. Sucht 
man mtmlieh bei einem gegebenen einstufigen Kegelsehnittsysteme 
erstens in einem gegebenen Strahlbüsehel, wieviel Strahlen 
mei Funkte eines und desselben Kegelschnitts enthalten, ■ 

zweitens in einem gegebenen Ebenenbüschel, wieviel Ebenen 
äwd Tangenten eines und desselben Kegelschnitts enthalten, 
so erhält man nach dem CoiTespondenzprineip: 

v + v^Q + 'i^i-Vn 
luid 



oder 




1) 


2.v-()-2ft-i 


und 




2) 


2. (,-■/-«, 


wo»™ folgt: 




3) 


»-J.iJ + i.ä+J 


i) 


C-J-l + J-ä + J 
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Durch diese Formeln gewinnt mau alle Zahlen (i^v^'q'', wo 
n-\-r = b ist, aus diesen dann alle Zahlen (i^v'^q'', wo n + r — 6 ist, 
aus diesen dann alle Zahlen fiv''Q'', wo w + j- = 7 ist, und endlich 
aus diesen dann alle Zahlen v^q"", wo w + r^8 ist, sobald man 
■ nur alle Zahlen kennt, deren achtfache Bedingung d oder t/ als 
Faktor enthält, und ausserdem eine siebenfache, aus fi, v, p zusam- 
mengesetzte Bedingung. Die letzgenaniiten Zahlen aber bestimmen 
sieh aus den auf Hauptelemente bezüglichen axiomatischen Anzahlen 
(§§ 6 und 19) ohne Weiteres. Dabei hat man Folgendes zu beachten: 

„ Wenn die Doppelg&rade eines Kegelschnitts ij eüte gegebene Gerade 
schneidet, so stellt rj swd Kegelschnitte mr, wdche die Bedingung v er- 
füllen, dass ein Kegelschnitt mit einer gegebmen Geradm einen Punkt 
gemein habe, weil dawn die geg^me Gerade mit ij sioei coinddirende 
Funkte gemein Jiat Baraus folgt , dass die Kegelschnittbedingung 
-y/v" 2''-mal so gross ist, me die Bedingung, dass i 
ein^Tj ausarten soll, dessen Doppdgerade n gegebene Gerade s 
Analog ist die Bedingung Sq^ S''-mal so gross, wie die Bedingung, 
dass der Kegelschnitt in ein S ausarten soll, dessen Doppelscheitel a/iif 



Um die Art der Berechnung der Aus artungs anzahlen zu zeigen, 
schicken wir folgende Beispiele voi-an. 

Um iiiiv^Q* zu berechnen, beachten wir, dasa die vier gegebenen 
Ebenen der Bedii^ng p* zur Feststellung der beiden Scheitel auf 
jj (cf. die obige Beschreibung von tj) verwendet werden müssen und 
auf zweierlei Weise vertheilt werden können, erstens ao, dass drei 
Ebenen den einen Scheitel feststellen und die vierte Ebene durch 
den anderen Scheitel geht; zweitens auch so, dass zwei Ebenen den 
einen Scheitel und die beiden anderen Ebenen den anderen Scheitel 
enthalten. Die Vertheilung der vier Ebenen zu dreien und einer ist 
aber aiif 4^** Arten möglich, die Vertheilung zu je zweien auf 
■J.42 Arten. Im ersten Falle ist der Scheitel, welcher auf drei der 
gegebenen Ebenen liegen soll, eindeutig bestimmt und deshalb 
auch die Doppelgerade, welche ihn enthalten und die beiden gege- 
benen Geraden der Bedingung v^ schneiden muss. Den zweiten 
Scheitel erhält man dann als Schnittpimltt der Doppelgeraden mit 

* Genaueres über tlie Vielfachheit der Auaartangen ist in g 21 abgeleitet. 
** Hier und aa vielen anderen Stellen bedeatet wie üblich np (gelesen 
„Kje p") die Zahl . n{n~l){n-2)^...{n-p + l) ^ ^^^^^^ angiebt, auf wie 
vielfache Weise man von n Dingen je p hnraus greifen Itann. 
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der vierten Ebene. Die Ebene des Kegelschnitts ij ergiebt sich 
endlieh durch Verbindung der Doppelgeraden, mit dem Punkte der 
Bedingung f^. Im zweiten Falle muss die Doppelgerade von ij die 
beiden gegebenen Geraden der Bedingung v^, dann aber auch die 
beiden Sehnittgeraden der beiden Ebenenpaare schneiden, welche 
aus den vier Ebenen gebildet sind. Nun giebt es aber mvei Gerade, 
welche vier gegebene Gerade schneiden. Es werden also im zweiten 
Falle immer zwei Kegelschnitte ij festgestellt. Jedes der so im ersten 
oder im zweiten Falle construirten Gebilde ist dann noch 2^-fach 
zu rechnen, weil eine Doppelgers,de swei gegebene Gerade schneidet. 
Man erhält also: 

Um öft^v^g^ zu berechnen, vei-theilen wir die drei gegebenen 
Geraden so, dass zwei für die eine Gerade von d und die dritte 
für die andere Gerade von S verwandt werden. Dann ist diejenige 
Gerade von S, welche zwei der gegebenen Geraden achneiden soll, 
zweideutig bestimmt, weil sie ausserdem noch den Verhindunga- 
strahl der heiden Punkte von (i^ und die Schnittaxe der beiden 
Ebenen von 9* zu .schneiden hat. Wir erhalten also: 

Um Sv'^Q zu berechnen, beachte man, dase erstens eine Ver- 
theilung der sechs gegebenen Geraden zu vier und zwei, zweitens eine 
Vertheilung zu drei und drei möglieh ist, und dass femer die Be- 
dingung, eine Gerade soll drei gegebene Gerade schneiden, doppelt 
so gross ist, als die Bedingung, sie soll in einem gegebenen Strahl- 
büschel liegen. Man erhält also: 

Sv''Q^2K(ß^.2 + ^.6^.2.2)^U0. 

Wir stellen nun alle Ausartungsanzahlen, die zur Berechnung 
der Kegelschnittanzahlen ji,^^«^»—«!—^ nöthig sind, tabeilariseh 



Tabelle der Ausartungaanzahlen Sft'ivie^- 
Sfi^v^ - 3 
^fiVp =6, 

äii^^* = 0. 



ijfiM 


-0 


»?ft^rV 


= 


^fiV^p 


-4 


tll^'vf 


-6 


)j(iV 


_3 



ä/iV 


-20, 


ijl^^v'' —0 


iJjiV^p 


-34, 


ij^^v^ff —0 


dtl^V^ff 


-24, 


1C'''V-16 


(!(tVs' 


-8, 


ritt^v^Q^=M 


dfi^VQ^ 


-0, 


f /''"'?'- 20 


dftV'^ 


-0, 


■ijjtV"' = 10 
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ä,.^» 


-70, 


fC»" 


-0 


*»' - 140, 


jji/' 


-0 


fi.u i'^'i» 


-100, 


JJftV^t) 


-0 


S^'n -140, 


,..•(, 


-0 


rf;ir*p^ 


-68, 


riftv^Q^ 


-32 


*»•«' -80, 


ijw^p* 


-0 


*(.i-V* 


-24, 


i|(.»'s' 


-48 


Sv'}' -24, 


i^i-^ps 


-0 


tfjivV* 


-0, 


TjftvV* 


-40 


tfv>* —0, 


.)»•()* 


-0 


ä^i/p' 


-0, 


^fn-p'- 


-20 


Sv's' -0, 


ijvV^ 


-0 


(J(t(." 


-0, 


^/^P'* 


-10 


«.-(i" -0, 


ijvp" 


-0 



= 0, 



VQ 



-0 



Um aus fliesen Aus artungs an zahlen die KegelsclmittaiizaJilen 
zu berechnen, haben wir die Formeln 3 und 4 mit allen mög- 
liehen, aus (t, V, p zusammengesetzten 7-faehen Bedingungen zu 
multiplieiren. Dann sind immer die Zahlenwerthe der Symbole 
der rechten Seiten bekannt, sobald man mit den (t' enthaltenden 
.Symbolen anfängt, dann erst die (t* enthaltenden Symbole nimmt, 
und so fort. So erhält man nach einander die in der folgenden 
Tabelle zusammengestellten Zahlen, und zwar alle diejenigen 2 mal, 
welehe sowohl v als p zum Faktor haben. 

Tabelle der Kegels ehoittBalileii fi«tv»Q^—'"~". 



^V -1 


I1.V -8 


fiv' — 34 


X.« -92 


I^Vf -2 


li'v'l, - 14 


fiv"p -52 


v'p —116 


^•rV'~4 


^Vs»-24 


p-V-™ 


»•()*- 128 


^'«V'-4 


pV(,>-24 


^v*|,<-^2 


»»(,'_ 104 


f'vf' -2 


^'«V'-16 


l^v'g'-iS 


rV-64 


(»V - 1 


^'Vf'-S 


(.>-¥- 24 


»■(,'-32 




(*>" - 4 


(ir<." - 12 


f's'-ie 






ftp' -6 


vp' -8 

5- -4 



Aus diesen Zahlen ergeben sich vermöge der Incidenzfonneln 
(II. Abschnitt) eine grosse Menge von andern Kegelscbnittaiizahlen 
durch blosse Substitution, z. B. diejenigen Anzahlen, welche die 
Bedingung P enthalten, dass der Kegelschnitt durch einen gegebenen 
!gunkt gehe, vermittelst der li'onnel 

P=fii.--2.jt^ (§ 12 Nr. 9), 
und diejenigen Anaahlen, welche die Bedingung T enthalten, dass 
der Kegelschnitt eine gegebene Gerade berühre, vermittelst der 
Formel 

r-jiV-S.f«^ (§ 12 Nr. 8). 
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Noch andere Bedingungen sind selion in % 16 (pag. 74) ver- 
mittelst des Princips von der Erhaltung der Anzahl durch ji, v, q 
ausgedrückt. Dort erhielten wir nämlicli erstens für die Bedingung x, 
dass der Kegelschnitt eine Ebene in einem Punkte einer auf ihr 
gegebenen Gerade berühre, 

zweitens für die Bedingung y, dass der Kegelschnitt eine EbeJie in 
einem auf ihr gegebenen Pnnlcfce berühre, 

und drittens für die Bedingung s, dass der Kegelschnitt eine ge- 
gebene Gerade in einem gegebenen Punkte berühre, 



-äF» 



- n^v - fi^s 



Hierzu treten noch viele Bedingungen, welche sich vermöge 
der Incidenzformeln durch x oder y oder s, also auch schliesslich 
durch (t, V, Q ausdrücken lassen; z. B, ergiebt sich für die zweifache 
Bedingung: ein Kegelschnitt soll eine Gerade so schneiden, dass 
die Tangente des Schnittpunktes eine gegebene Gerade schneide, 
zunächst t, , 

und daraus , , -, „ 

Von denjenigen Kegelschnittanzahlen, welche sich durch die 
angeführten Gleichungen aus den Zahlen der obigen Tabelle ohne 
Weiteres ergeben, stellen wir einige in der folgenden Tabelle z\i- 
sammen, mit Benutzung der eben gebrauchten Bedingungssymbole. 



Tut) eile sonstiger Kegels chnittanzahlen. 



Pv« =18 
Pv'-Q =24 
Fv*Q^= 28 
P*äp3=24 

Fvq'- ^ 8 
Pp« =4 



Ffiv'^ = 6 

PllV^Q = 10 
Pftv'ß*" 16 

Pfive^ =12 
Fiiq"- - 6 



P«v* =4 
PVp =6 
P^ 1/^^=8 
P^vf- =8 
P^0* = 8 



Tv'- - 12 
Tv^^ =20 

>V302=16 

2V^e» - 8 
TvQ^ =4 
2Y = 2 



Xf' 


-58 


xv\ 


-64 


XV* tf^ 


-52 


XV^Q^ 


-32 


XV^Q* 


-16 


XVQ^ 


-8 


xs' 


— 4 



i;*liäpä_ jg 



Zv'q^ = 4 
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Mit Hilfe der obigen Kegels chnittaiis: ah len ^™j,«p8— m— b Jj^jm 
man, wie erst in § 38 allgemein bewiesen wird, alle auf Kegel- 
schnitte bezüglichen Anzahlen ausdrfteken (Lit. 51). Beispielsweise be- 
stimmen wir die Zahl ^derjenigen Kegelschnitte, welche, in fester 
Ebene liegend, fünf in derselben Ebene liegende Kegelschnitte be- 
viiliren. Diese Zahl ergiebt sich § 14 Nr. 1 in folgender Weise: 
liK (2v + 2&y=^2%l+b,. 2 + 6^. i + 5,. 4 + 6^. 2+1) 
= .S2. 102 = 3204 (Lit. 31). 

Durcli duale üehertragnng aller Betrachtungen dieses Par^- 
graphou f^rhält man analoge Ilesultate für den Kegel üwoiteii rji'adn.s. 

§ 21. 
Die Cliasles-Zflutlien'sch« Beductioii (Lit. 32). 

Die im vorigen Paragraphen für Kegelschnitte benutzte Cliasles- 
Zeuthen'sche Methode zur Bestimmung der Anzahlen, welche angeben, 
wieviel Gfebiide gegebene Bedingungen erfölleii, besteht wesentlich 
in der Aufstellung von Formeln, welche die gesuchten, einem 
Gebilde T zukommenden Anzahlen durch Vermütdtmg der misge- 
arteten, Gebilde r auf Anzahlen zurückführen, die amd&ti einfache- 
ren Gebilden wn kleinerer ConsUtntensakl mgehören, und deshalb bei 
einem aystematisclien Gange der Untersuchungen als bekannt voraus- 
gesetzt werden dürfen. Die Formeln zwischen den Ausartungs- 
bedinguügen ein&seits und den übrigen Bedingungen andererseits 
erhält man immer leicht durch Anwendiuig der Coincidenzformeln 
oder des Princips von der Erhaltung der Anzahl. Äufachlüase über 
die Gestalt der Ausai-tui^en und über die Art und Weise, wie 
dieselben gegebene Bedingimgeu zu erfüllen vermögen, erhält man 
erstens dadurch , dass man che analytisch - geometrischen Dar- 
stellur^en des Gebildes discutirt, zweitens dadurch, daas man die- 
■ selben, wie dies in g 20 geschehen ist, aus dem allgemeinen Gebilde 
durch gewisse homo graphische Abbildmigen erzeugt, drittens auch 
dadurcli, daes man bei Bestimmung einer tmd derselben Zahl auf 
vasehiedenen Wegen die Mittel in der Hand liat, um Rückschlüsse 
über die Eigenschaften der benutzten Ausartungen zu machen. 

Wir setzen mm voraus, man habe für ein einstufiges System 
von Gebilden F him:eicbend viele Gleichungen abgeleitet, ura die 
Bedingung s durch die Au sartimgsbe dingungen 
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allein dai'zii stell eil. Bezeichnet dann y tlie definireiitle Beiliuguiijf 
des Systems, so läsat sieh die Zahl der Gebilde, welche die 
zusammengesetzte Beditigvmg yn erfüllen, ausreclmen, sobald man 
nur die Ausartimgsanzahleii 

ytx^, ycc^, ya^, .. . 
zu berechnen vei'm^. Wir haben daher vor allem zu erörtern, 
was bei der Berechnung der Ausartungsanzahlen im allgenieinen 
beachtet werden muss. Die Äusai'tungen eines GebiMes T 
genügen einerseits vollkommen der Definition von T, nur dass zu 
dieser Definition noch eine die Conatantenzahl um^ 1 verringenide 
Bestimmung hinzutritt. Andererseits aber können die Ausartungen 
doch immer wegen der auf ihnen vorhandenen neuen Coincidenzeu 
oder des bei ihnea stattfindenden ZerfaUem von Oertem so aufge- 
fasat werden, als ob sie aus einfacheren Gebilden mit kleinerer 
Constantenzahl zusammengesetzt wären. Diese letzteren oder jede 
beliebige aus iline« gebildete Gmppe wollen wir Theügebüde der 
Ausartungen nennen. So erkamiten wir in § 20 als Theilgebilde 
der Ausartungen des Kegelschnitts die drei Hauptelemente; m den 
folgenden Paragraphen werden wir ferner erkennen als Tlieilgebilde 
der Ausartungen 

1. der cubischen Plancnrve mit Spitze, die riau]itelßmente und 
den Kegelschnitt (§ 23); 

2. der cubischen Plancurve mit Doppelpunkt, dieselben Theil- 
gebilde wie bei 1. und dazu noch die cubische l'Iancurve mit 
Spita 8 24); 

3. der cubischen Plancurve sechsten Ranges, dieselben wie, bei 
2. und die cubische Plancurve mit Doppelpunkt; 

4. der cubischen Raumcnrve, dieselben wie bei 3. und aus.ierdeui 
die den Plancurven dual entsprechenden Kegel (§ 25); 

5. der Fläche zweiten Grades, die Haupteleuiente, den Kegel- 
schnitt und den Kegel zweiten Grades (§ 22); 

C. der linearen Congi-ueuz, d. h. der Congrueun vom Feldi'ang 
1 und vom Bündelrang 1, die drei Hauptelemente und die Gongi-uen/. 
mit unendlich nahen, erzeugenden Axen (§ 27). 

Soll eine gewisse Bedingung s durch eine Ausartung a erfüllt 
werden, so muss man im allgemeinen annehmen, dass a dies sowohl 
dadurch vermag, das.^ ein a angehöriges Theilgebilde die Bedingung 
Sj erfüllt, wie auch dadurch, dass dasselbe oder ein anderes Theil- 
gohilde die Bedingung S.^ erfüllt und so fort. Man hat also dann: 
«2 =«.=■, + «?, + ««,+ ... 
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Berücksichtigt maii dieses für jede Einzelbedingung, welche iu 
einer k zugeschriebenen Bedingung p steckt, so erhält man 
schliesslich ay als eine Summe von Anzahlen, deren jede von 
gewissen, als bekaiuit vorauszusetzenden Anzahlen der Tlml^ehihle 
abhängt. Dadurch reducirt sieh die Bestimmung der Ausartungs- 
anzahlen auf die Bestimmung gewisser Auzalilen der auf den Aus- 
artungen liegenden Theilgebilde. Zur Erläuterra^ einer solchen 
Reduction diene das folgende Beispiel. 

Wie in § 25 gezeigt werden soll, besitzt die eubische Raum- 
cnrve eine Ausartung ra von folgender Beschaffenheit. Die Punkte 
von m bilden einen Kegelschnitt und eine Gerade N, welche diesen 
Kegelschnitt in einem Punkte JE schneidet, der Tangentenort von 
(D wird diirch die Tangenten jenes Kegelschnitts und durch die 
Strahlen zweier zusammenfallender Strahlbüscliel gebildet, deren . 
Scheitel H ist und deren Ebene durch N geht, dabei aber den 
Kegelschnitt berührt. Aus dieser Beschreibung folgt, dass die Be- 
dingung V, die ßaumcurve soll eine gegebene Gerade schneiden, 
sich für die ra spaltet mid zwar in die Bedingung «, dass die 03 
ihren Kegelschnitt die gegebene Gerade sehneiden lässt, und in die 
Bedingung N, dass die a ihre Gerade N die gegebene Gerade 
schneiden lässt. Daher ist: 

vti> = na} + Na>. 

FeJiier folgt aus jener Besclireibrmg, dass auch die Beding\ing 
p, die ßaumcurve soll eine gegebene Ebene berühren, sieh für a 
spaltd, und zwar iu che Bedingung r, dass der Kegelschnitt die 
gegebene Ebene berühre, in die Bedüigimg S, dass der eine der 
beiden oben erwaimten mscmmenfaUenden Sh-aftlbäschel einen, in der 
geg^enen Eheste Megendm SPrald mtlialte, imd in die Bedingung S', 
dass der andere dei' beiden misammenfallenden SfrahBmseliel mien in 
der gegebenen Ebern liegenden Skahl enthalte. Jede der beiden Be- 
dingungen 8 ivnd 8' ist aber eisetebar divrek die Eedmgtmg B, dass 
der Funkt M auf der gegdmien Ebme liege. 

Also ist: 

Durch symbolische Mi\ltiplication erhalt man aus diespi- und 
der vorigen Fonnel alle Ansartungssynibole von dei- Form 
(u^Kpii— a ajg Functionen der Symbole (on''r° N''R^^'~''~''~'', und 
damit die Berechnung der Äusartungszablen o zurückgeführt auf 
Anzahlen, die sieh auf die Tlieilgebilde von co, den Kegelschnitt 
und die drei Hauptelemente beziehen. Speciell ist: 

7* 
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ojvy = ro (« + Nf {r + 2E), 

und hieraus erhält man nach symbolischer Anwendung des binoiiiiseheii 

Satzes und nach Weglassong aller Symbole, die gleich null sind, 

o-ciV = w[10,.if%«(2JJ)] 

+ co\lO^.N*n'^(r + 2R)]. 
Jedes der hier vorkommenden fünf Symbole lässt sich nun 
leicht durch die in | 20 (pag. 95 u. 96) berechneten, dem Kegelschnitt 
und dem Strahle angehörigen Anzahlen ausdi-ücken. Es ist näuilifh : 
Bw'iV^i; = 93.2, 
wnVjy» ^2.116.2, 
(aK'EiV"ä=2.92, 
wmVJV* ^2.116, 

wo die fettgedruckten Zahlen 92, 116, 18 n.ngebmi, wievi'd [fet;el- 
ftcbnitte bezüglich 

8 gegebene Gferade schneideji, 

7 gegebene Gerade schneide]i und eine gegebc^ne Ebene ln-- 

r Uhren, 
6 ji^egehene Gerade scbueiden nnd durch einen gegebenen 
Punkt geben. 
Durcii Substitution dieser Anzahlen erliii.lt mau schlies.'ilicb: 
rov^^ 180240. 

In dp]u eben besprochenen Beispiele konnten wir 2ßia statt 
Sai'^S'o} setzen, weil wegen der Ooincidenz der beiden Htrahl- 
bilschel die Bedii^ungen S und S' für ra identiacli waren. Änahi^ 
kann man bei allen solchen CoincidenKcn verfahren und demnach 
f(dgenden Satz aussprechen: 

„Wemi auf einer Ausartung « eines Gebildes T n TheilgebilJe 
r.j, Cg, egj.-.Cn in dem Gebilde c vn-tnmgt zu denken aind, so ist die 
r zugeschriebene Bedingung, daas irgmä anrs dieser n Theilgehilde 
eine gewisse Bedingung r erfüllen soll, für die Ausartung gleich 
dem K-fachen der Bedingung, dass das Gebilde c dieselbe Bedingung 
erftlllen soll." 

Es mögen z. B, auf einer Ausartung « einer Plancurve m*" Ord- 
nung die Puidite >l zusammenfallende Geratle bilden, os möge v 
die Bedingung bedeuten, dass ilie l'lancurve eine gegebene Geriwle 
schneiden soll, und ff die Bedingung bezeichnen, welche a dadurch 
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ertiilltj dass der die )* Geraden in .sich vereinigende Stralil eine 
gegebene Gerade sehneidet. Dann ist: 

■Alm aueh; ' 

v*-K = n^.g^K, i/«« = 0, 11. fi. f. 

Um bei der Beschreibung der Ausartui^en der J'lancurven, 
Jlaunicm'ven und Flächen eine kurze Ausdrucks weise zn eiinögHchen, 
ttihreu wir einige Termini ein, welche sich an die Festsetziingeii 
anlehnen, die in § 4 (pag, 18) über den Gebrauch der Wörter 

Ordmtmg, Bcmg, Klasse 
gegeben sind. Wir wollen nämlich bei ausgearteten Plancurveii 
und EaumcuiTen die Tbeilgebilde des Orts der Punkte Oränungs- 
dirvm, die Tbeilgebilde des Orts der Tangenten Ecmgcurven nennen. 
Ferner sollen bei einer Fläche die Tbeilgebilde des Orfcs der Punkte 
Ordmm^sf lächert, die Tbeilgebilde des Orts der Tai^enten Bang- 
flachen und die Tbeilgebilde des Orts der Tangentialebenen Klassen- 
flädien heissen. Endlich nennen wir bei ausgearteten Eanmcurven 
die Tbeilgebilde des Orts der Scbmiegimgsebenen Klassentwvm. 
Sind die Curven ersten Grades, so bezeichnen wir sie bezüglich mit 
den Namen 

Ofdmmgsgeradeit, BangMschel, Klassenaxen. 

Sind die Flächen ersten Grades, so gebrauchen wir die Ausdrüdie: 

Ordnungseienen, Rangaxen, Klasserv^wnlde. 

Der Scheitel eines Rangbiischels soll Ba/ngpunld, seiue Ebene 
Ikmgebette beissen. Bei einer Plancurve fällt jede Rangebene 
uatUrlicb mit der Ebene der Curve zusammen und man wird also 
dann, ohne Iirthum zu veranlassen, statt ßangbüschel auch nur 
Baj^punlct sagen dürfen (sommet bei Obasles und Zeutben). Z. B. 
kann man mit Hilfe dieser Teimini die beiden in § 20 (pa^. 91) 
ei-zengten Kegelschaittausartungen tj und 3 kurz so beschreiben: 

„Ein Kegelscimitt rj hesteht mis einer äoffpeUeit Ordmmgsgeraäm,, 
auf tedcher zwei einfache Bmigpankte liegen." 

,jEin Kegelscimitt S hesteht aus swei emfaciten Ordmmgsyeradeti, 
icddie sich in eimem, dty^^lten ItangpunJcte sdmmden." 

Aus dem oben abgeleiteten Satze über die Vielfachheit der 
Ausartungen resultiren gewisse speciellere Sätze, welche bei deu. 
Berechnungen vorzugsweise zur Anwendung gelangen und welche 
sich jetzt kura so aussprechen lassen: 
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Mne Atisurkmg ist r^-fa^i m recimm: 

r-fache Ordnur^sgerade hat und diese s ge- 
Gerade scliiieidet oder durch, s gegebene Punkte geht, 
eine r-fache Klassenaxe hat und diese s gegebene 
schneidet oder in s gegebenen Ebenen hegt, 

ehien r-fachen Rangpiuikt hat und durch diesen 
3 Ebenen gehen, 

eine r-fache Eangebene hu,t und auf diewev s ge- 
Pimkfce Hegen, 

ie einen /■-fachen Rangbüscliel hat und in diesem s 
gegebene Tangenten liegen, 



a) 


wenn s 




gebene 


b) 


wenn s 




Gerade 


c^ 


wenn s 




s- gegeb 


<l) 


wenn s 




gebene 


e) 


wenn s 



f) wenn 



g) wenn si 

s geg£ 
h) wenn 



ie eine »--fache Ordn\uigsebene hat und anf dieser 



gegebene Punkte liegen. 



t »--fachen Klasaenpunkt hat und durch diesen 
Tangentialebenen gehen, 
eine r-fache Hangaxe hat und diese von ö ge- 



gebenen Tai^enteu geschnitten wird. 



Anzahl«' 



§ 22. 
i für Fljii'lini zweite» (irades (Lit. 331, 



Die Fläche zweiten Grades K^ haben wir m % 16 nickaiuhtlieh 
der Bedingungen heliandelt, welche sich aul' die beiden in ihr 
liegenden SegelsiJicucren beziehen; dort haben wir auch ihi-e drei 
Ausartungen 90, %, i/i durch honio graphische Abbildung erzeugt. 
Mit Hilfe der in § äl erklärten Terminologie lassen sich diese Aus- 
artungen kurz so beschreiben: 

,^ne Fläche ip Gesteht oifs einer äoppeltm Ordnwu/sehme, auf 
welche ein emfadier Bxmgkegdsclmitt liegt, der mtffleidi dn einfacher 
Klassmkef/elsoJmiU ist." 

„Eine Flädie % be 
Grades, der eugleidi äi 
doppelter KlassenpunM 

„Eine Fläche ip he 
Schnittaxe doppelte 
mthält." 

Die einfachen Bediugiii^en, welche eine F^ dadurch erfüllt, 
dasa sie zu einer Fläche (p, %, ip wird, bezeichnen wii beziehungs- 
weise mit denselben Symbolen <p, x, ^'- Zwischen den drei Be- 
dingungen (p, Xi ^ '^i'l ^*''^ "ii'^i Bedingungen: 



MS dneni einfachen Ordmmgstegel 
'■dier EangJcegel ist tmd dessen Spitse ein 



i zwei nnfacluM Ord/mmgsebencii, deren 
ist und swel einfache Klussct^nlite 
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ft, dass die F^ eimn (/egeb&ien. Funkt enthalte, 

Q, dass sie eme ga/^me Ebene hemiwe, 

V, dass sie mse gegebene Gerade heriihre, 
bestehen drei Gleiclrnngen, welche schon in § 16 au« dem Chasles- 
»ehen CoiTespondenzpnncip abgeleitet sind, und welche hmten 
wie folgt; 

1) 2.ii-v='ip, 

2) 2.(f-v--x, 

3) 2 . v--fi-- ji = ^, 
All» (liewen drei Gloiehnngen folgt: ■ 

4) f.=-H.(3.q. + x + 2.V'), 

5) P = i.(9' + 3.X + 2.i/^), 

6) v^\.{2.,p + 2.x + A.^). 

Wir köimeu daJier mit vielen Bestätigungen die Zahlenwerthe 
aller neunfachen, aus ft, v, p zusamengesetzten Bedingungen be- 
rechnen, wenn wie die Zahlenwerthe derjenigen Bedingungen ken- 
nen, welche 90, % oder ip und ausserdem eine achtfache, aus [t, v, p 
zusammengesetzte Bedingung zu Paktoren haben. Die Zahlen 
qDfi'"v«p8-"'— " sind aber als bekannt anzusehen, weil eine Fläche g» 
einen Kegäschtdtt imd Hcmptelemente zu TheilgebÜdm (cf. § 21, pag. 98) 
hat und die darauf bezüglichen Anzahlen aus §§ 19 und 20 hervor- 
gehen. Die Zahlen j(^n'"v''^^~-'^~'' sind nach dem Princip der Du- 
alität mit den Zahlen q)fi^--"'~''v^(f"' identisch, können also gleich- 
falls als bekannt angesehen werden. Endlich können auch die 
Zahleil ■^fi'^v''Q^~"^~'' leicht berechnet werden, weil eine Fläche ij) 
nur Hauptelem&nte zu Theilgebilden hat. Einige Beispiele werden 
ausreichen, um die Berechnimg der Ausartungsanzahlen zu zeigen. 

1. Um die Zahl <p^v^Q zu berechnen, beachten wir, dasa ge- 
mäss der Beschreibung von tp der Kegelselinitt von <f seine Ebene 
durch den Punkt der Bedingung ft schicken muss, die sechs Geraden 
der Bedingung v^ schneiden und die Ebene der Bedingung p be- 
i'öhi'en muss. Nun giebt es aber nach den Tabellen des § 20 53 
Kegelsclmitte, welche ihre Ebene durch einen gegebenen Punkt 
schickeUj sechs gegebene Gerade schneiden und eine gegebene Ebene 
berühren. Diese Zahl ist dann noch mit 2^ zu multipliciren, weil 
eine doppelte Ordnungsebene durch einen gegebenen Puidit geht 
(Satz am Schluss von § 21). Also ist 

tpjiv^Q = 104. 

2. Ebenso ist qufi^v^p* 2^ mal so gross, als die Zahl der Kegel- 
schnitte, welche ihre Ebene durch zwei gegebene Punkte scliicken, . 



y Google 



104 



Vierter Alisülmitt. 



imd dabei drei gegebene Gerade schiieideiij sowie drei gegebene 
iSbeiieii beriilireii. Also ist 

3. um il-fi'v &' zu Ijereehueii, yeHbeileu wir diu viur Punkte 
der Bedingung (i* erstens so, dass zwei Punkte auf die eine Ord- 
imiigsebene und zwei Punkte auf die andere fallen, zweitens auch 
so, dass drei Punkte auf die eine Ordnungsebeue fallen und ein 
Punkt auf die andere Oi-dnungsebene 'fällt. Im ersten Falle muss 
die doppelte Rangaxe von ip vier Gerade schneiden, nämlich die 
beiden Geraden der Bedingung v^ und die beiden Verbindungs- 
geraden der auf der nämlichen Ordnungsebeae liegenden Punkte. 
Im zweiten Falle ist die eine Ordnungsebene durch die drei auf 
sie fallenden Punkte bestimmt, und auf ilir bestimmen die beiden 
Geraden der Bedingung v^ die doppelte Rangaxe. In beiden li'Ullen 
schneiden endlich die beiden Ebenen der Bedingung p* die doppelte 
HHJigaxe in den beiden Klassenpunkten. Es ergiebt sich nho 

Die folgende Tabelle enthält nun die numerischen Werthe der 
sämmtlichen Ausartungssymbole 





9ft"'v''0«-"' 


-", x(i"'v^0»""-'', V(* 


-^„ps -,.-.-., 


und zwar 


so, dass imi 


ner die sicli dual entsprechenden Hyinbole die 


zugehörig 


Anzahl einsehliessen. 




Tabelle von AusartungsanBahleii der Fläche zweiten Grades. 


yjt^ = 


(-^=xq' 


g,ps _ 4-x(*' 


^fts _ O^iZ-p** 


Cpli-'Q =- 


O^tfiff-' 


(PHq'' -la-z/tV 


^j*V = o = v^p'' 


fpSl^Q^ - 


ü=x^V« 


V'fV -16=z(*>^ 


^(>(t''p'' :^lÜ=-tff(i*p^ 


yfi'^e^ = 


o^zf^V'^ 


9)jt»9^ = 8=j;ftV^ 


?/;(i^0» =30=l('/(.=p'i 


9(1*0* = 


= ;t,(tV'' 




^^V* =42=i;'(t*p* 


ipvji'' = 


O^Z^p^ 


■pvp' - S = j;i'fi' 


,1,1-^T = 0— i/.-fp'' 


tpVfi'^t} = 


o^x^i^q" 


yv^p" — 24-=zi'^"9 


IpVfl^Q = O^V'i'fi?'' 


gjK^V^ 


o=xvf»V 


q^i'fiV'^SS-xvft'V 


^v^Spü_2y_^j,j^y 


ipvii-^0^ = 


o=x*'^V 


vV4>'=16=Z^ft*P^ 


i^i'fi*0»=6O = i^i'^V 


tpv^li'' — 


o^zi-V 


(pV^Q^ --lO^X^^f*" 


ipv^fi'^ = 0=)|('v^p" 


'P«'V'P = 


O^xv^HQ^ 


(pv^(i^^=4:8 = xv^{i^Q 


j^vV^p^ 0— ifiiV«»* 


^vYq" — 


o=xi.VV 


q,i,VV^64=z'"Vp^ 


Jl)V^H*Q^ = 40 = ^pV^^^Q^ 


ipvvy= 


S2=zrys>^ 




,^vVV_72^i(.vVV 


^v>'> = 


o=zfV 


(pv^Q^ "=32'=x^*(*^ 


^^S^5 _ o==)^v'p^ 


ipv\a^Q^ 


o^x^^m"- 


yv^fip^^Öß— z*''^*p 


i^-vVP" 0=^j'Vp'^ 
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,pv''(V'Q = lG = XV^flQ'' 



(pv 



9'1'V =il6 = jti'V 



Aus diesen Ausartiuigsaaizalilen 



ipv^^^Q'' — 48 = ^v^ji^p^ 

■^V^flQ = 0^^f"^p 
^v^jt = 0—iI>v''q 



srgebeu sich die 55 Zahleu 
(/."'V'^"—'"—" durch die Formeln 4, 5 mid 6, und zwar erhält aiiUi 
jede dieser Zahlen- so oft, als unter den drei Bspoueiiten m, n, 
Q — m — n von null verschiedene sind.' Diese 55 Zahlen, welche 
Eleinenfcarzahlen der F2 lieissen, sind in der folgenden Tabelle 
zusammengestellt. 



Tabelle der Anaalilen (i 



^^> 


= 


CP' 


-3 


f's' 


= 


c'p' 


-9 


f'Q' 


= 


cV 


-n 


It^lJ^ 


= 


fi*4i^ 


-21 


,,,' 


= 


«(.■ 


-2 


»(.'s 


= 


»ce' 


-6 


»(l'j" 


=- 


>/(i>' 


-18 


vnV 


= 


»(.»(i« 


-34 


vii'e' 


- 


»;!*?* 


-42 


Hiernach kajm m 



-" für die Fläche zweiten. Grades, 
^''^fi^p"^ i/^^^p^ =• 1 12 
r^(i^ ^ V^Q* =32 

ii''(t^P^=^i'^ft^P^=128 

v'fip = »Vp =104 
/■■ = j.» =92 



1,'ft' = v'( 

i;''(t''p = i'^ftp^=12 
w^ft^p* = v^fi'^^ =36 
i'^(t*p^=i'V^p* = 68 

i'^fi*p = vV0''=24 

i'^^*p''=i'^j*V^=104 : 
i/*(t^ = **p^ =16 
■ i^fi*p = i'*fip*=48 

. nun auch alle diejenigen neiuifaehen Be- 
dingungen berechnen, die einen Faktor enthalten, den man als 
Function von (i, v, p - dai-gestellt hat, z. B. die Zahl der sedtis «je- 
gebem Gerade beriihrmäen tmd eine gegcbme Gerade enihalten^n FJä- 
cAew stuften Grades gemäss der Formel VII des § 16 (pag. 77): 

Die gesuchte Zahl ist also gleich 

a^v'^ = |.[2.93-3.93~3,93 + 3.8(H-;-5.80 + 2J04 -2.5(i -ä.5ß] 
= 24. 

Um ein zweites Beispiel zu haben, berechnen wir die Zahl N 
der netm gegebene Flädimi sweiten Grades heiührendoi Flächen sweitcn 
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(jnuliiS iiu8 den obigen Ziihlen durch die iii g 14 Nr. 3 (p*ig. Ö4) 
iiUgemein bewiesene Formel: 

x = k.(i + r .v + m.0. 
Danach ergiebt sich, da A = r=^™ = 2 ist: 

= 2^[(fiH9,;t*'0 + 93.^V^+...)+9pi'((iH8i.(iV + -.) + -f(''")l- 
Setzt man für die rechts auftreteudeii Syinbülo die tihun be- 
rechneten Werthe ein, so erhält man schüesslieh 
N^ 666841088. 

§ 23. 
AiixiiJileii für ciil)isc]ie l*laiicHrv«ii mit Spitzt; (Lit. 34). 
liei der cubischen Plaiicni-ve mit Spitze 0/, welche die Ooii- 
wtaiiteiiaahl 3 + 7 hat, bezeichnen wir, smalog wie beim Kegelschnitt 
in § 20: 

mit jit die Bedingung, dii«^ iliru Ebene diircli einen gegelieiien 

l'uiikt gehen soll, 
mit V die Bedingiuig, das« sie eine gegebene Gerade schnei- 
den soll, 
mit p die Bedingung, da,SM sie eine gegebene Ebene be- 
rühren soll. 
Die Symbole der auf die singidiiren Puidite und Tangenten be- 
züglichen (rnindbe dingungen erhalten wir iiaeli den Bezcncluiung.s- 
regeln des § 2, indem mr festsetzen, dass hei der 63'' bezeichiuit 
werden soll: 

mit c ihre Spitm, 
mit V ihr Wmäepmikt, 

mit y der Schmttjmnht von, Wmtiektmjeide und liüclil(dwki/iu)mite, 
mit w ihre Wend6tar^ei'i,te, 
mit <; ihre Rückkekricmgonte, 

mit der VerhindunysstraM von Spitze itnd Wt-fuli^nuikL 
Die eben genannten drei Punkte und drei Strahlen bilden, die 
Ecken und Seiten eines Dreiecks, welches wir Singula/ritätmdrdeck 
nennen wollen. Vermöge der Incidenzformeln lassen sich nun dncch 
H, V, Q mehrere Bedingungen ausdrücken, welche sich auf den Punkt- 
ort mid den Tai^entenort beziehen, z. B. die Bedingung F, dass 
die Og^ durch einen gegebenen Punkt gehen soll, und die Bedingung 
T, dass sie eine gegebene Gerade berühren soll. Es ist niimlieh 
(§ 12 Nr. 8 mid 9, pag. 40): 
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r-,«^ -3.(11 

Ferner Itisseii Mich durch 

fl, C, C^, V, V^, y, ff, -W, ICe-, <i, He, ^, ^c 

alle süJistigeu Giimdbedingungeii (ie8 Siiignlaritilbeiuiruieekö aiiM- 
drilckeii, z. B. (§ 12, pag. 39): 

r} = ^e^ — fi^c + jt^, 
Wp = itw — fi^, 

Wir .stellen uns daher das Problem, iille diejenigen zehnfachen 
Syiiihole inimeiiacli z« bestimmen, welche ans den Potenzen von 
)[, 1', Q und aus den Bedingm^en 

C, C^, W, «^, 1/, J/*, W, Wj, g, 2e) .S, 2(,' 

zuMammengesetzt sind. "Wir setzen daher in diesem Pai-agraphen 
immer nur Systeme voraus, deren definirende Bedingung aus 
solchen Bedingungen zusammengesetzt ist. Die gesuchten Zahlen 
sind dann übrigens immer noch durch Gleichmigen mit einander 
verbunden, die sich aus der Incidenzformel I (§ 7) ergeben. Es 
ist nämlich: 

cq^c^ + qs, 

VS = V^ + Se, 
VW^V^ + Wc, 

yq—y^ + q,- 

Um nun i'ormebi erster Dimension zu gewinnen, vfelche die 
gesuchten Zahlen durch Äiisai-tungsanzalilen ausdrücken, setzen wir 
ein einstufiges System von Curven C^ voraus und betrachten die 
in demselben liegenden Systeme deijenigen einer imd derselben 
Curve zugehörigen Hauptelementenpaai'e, welche in der folgenden 
Tabelle zusammengestellt sind. Die jedem Paare nachgesetzte 
römische Nummer bezeichnet die Stufe des Systems, welches von 
dem Paare in einem emstiifigeu Curvensysteme eraeugt wird. 

Tabelle der 25 Faare. 

1) Pmdd c und Punkt (,-, I. 

2) Strahl 'w und Strahl 5, I. 

3) V und y, i. 



yGoosle 



108 Vicrtui* Abschnitt. 

4) q und z, 1. 

5) y und c, I. 

6) s vmd Ml, I, 

7) c und ein Curvenpiiiikt, LI. 

8) w und eine Tangente, II. 

9) ;; und ein ■Cvirvenpunkt, IL 

10) q und eine Tangente, II. 

11) y und ein Ourvenpunlit, II. 

12) s und eine Tangente, U, 

13) Ein Oui-venpunkt und der einlache Schuittpunkfc dfei' in ihm 

berührenden Tangente, II. 

14) Eine Tangente und die vwn ihrem BeriihrungHpunkt hum- 

gehende andere Tangente, II. 

15) Zwei Curveupuiikte, III. 

16) Zwei Tangenten, III. 

17) c und eine Tangente, II. 

18) Wund ein Ourvenpunlit, U. 

19) V und eine Tai^ente, II. 

20) q und ein Curvenpunkt, II. 

21) y und eine Tangente, 11. 

22) 2 und ein CurvenpLuikt, II. 

23) c imd w, I. 

24) V und q, I. 

25) y und s, I. 

Die ersten 2^ der hier aulgezähtten Paare sind so beschaffen, 
daws jedes mit einer geraden Nummer versehene dem vorangdiendeit 
feld-dual entspricht. Die drei letzten Paare dagegen entsprechen 
sich selbst feld-dual. Feld-dual soll nämlich gemäss der in g 2 
eingeffihrten Terminologie der Grundgehilde diejenige d\iale Ver- 
wandtschaft heissen, welche in einer Ebene zwischen ihrem Punkt- 
leide und ihrem Strahlenfelde t 



Auf jedes der von diesen 25 Paaren erzeugten Systeme «öll 
eine der im III. Abschnitte abgeleiteten Coincidenzformeh) ange- 
wandt werden und zwai' 

die Formel 1 des § 13 auf 1, 3, 5; 
„ „ 2 „ § 13 „ 7, 9, 11, 13; 
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die Formel 21 des § 15 auf 2, 4, 6; 


^^ 


„ 39 „ § 15 „ 8, 10, 12, 14; 


„ 


„ 41 „ § 16 „ 16; 


j, 


„ 14 „ S " , 23, 24, 25; 


^^ 


„ 16 „ § n „ 17, 19, 21; 


„ 


„ 15 „ § 17 „ 18, 20, 22. 



Nii,türiieli würde auch in jedem der 25 Fälle eine ein- oder meliv- 
iiialige Anwendung des ursprünglicheit Chaales'sclien Correspondenz- 
princips zum Ziele fähren. Doch wären dann in jedem einzelnen 
Falle immer wieder die geometrischen Ueberlegungen nothwendig, 
welche im III. Abschnitt bei der Ableitung der allgemeinen Oo- 
incidenzfonneln ein für alle mal gemacht sind. Wir lassen nun die 
25 Formeln folgen, welche aus den eben besprochenen Anwen- 
dungen resultiren. Dabei ist die Zahl der Coincidenzen immer 
rechts vom Gleichheitszeichen geschrieben. Von den in die For- 
meln eintretenden Ausartiingsbedi/ngimgen ist durch die Arbeiten der 
Herren Maillard (Doctordissertation 1871) und Zeuthen (Comptes 
rendus tome 74 [Lit. 84]) die Bedingung bekannt, welche ausspricht, daas 
die C^ in einen Kegelschnitt und eine ihn berilhrende Gerade zer- 
fallen soll. Eine solche C^ bezeichnen wir mit ß und ebenso die 
einfache Bedii^ung, dass die C^ zu einer Curve ff ausarten soll. 
Die Ansai-tung ff lässt sich mit Hilfe der in § 20 eingeführten 
Termini kurz so beschreiben; 

„ff hat dnen in der Eime (i iefindlichen OrdmmgsJcegelschmtt h, 
der mglekh ErmgkegelsdmUi ist vnd von mi&f einfachen (h-dnungs- 
geraden a in einem einfachen Bamgpunkte d hemhrt wird. Die Spitse, 
der W^iät^mkt mtd der Schnittpmiki mn Wmdämigente und Rück- 
ItehrUmgmte faüm in den Bangpunkt d, die Wendetangenfe, Rück- 
hihrtangente v/nd d^ Verhindttngss^dhl von Spitse und Wmdt^nld 
fallen in die Ordnungsgerade a." 

Die Ausartmig ö ist die einzige Ausartung der Cg', welclie 
durch eine nennfEiclie, bloss aas (i, v, p ausammejigesetzte Bedin- 
gung bestimmbar ist. Die Bedingung ff flihren wir sofort in die 
25 Foniieln ein; die Zahl aller übrigen in jede der Formeln ein- 
tretenden Ausartungen bezeichnen wir vorläufig mit «;, wo i die 
Nummer der Formel ist. Jede Zahl «; heisst der singulare Defeet 
deijenigen Formel, welclie die Nummer i trägt. Bei Voraussetzung 
eines einstufigen Systems, dessen deflnireiide Bedingung nur jt, v, p 
enthält, ist jeder singulare Defeet gleich null. 
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9) 
10) 

11) 
12) 



Tabelle der 25 rormeln. 

C + V-0 =<?+«!, 

-■w + q -y-ii-=6 + Bi^, 
v-\-y —w =(f + ß||, 
q + s -c-{i = G + a^, 
y + c -q — iT-f %, 

v+ c — ii = 2q+K-,, 
Q + iV — (t = 2!> +««, 

v + 2ii -2ft = M' +2(?4-ff,„ 
& + 2q-2fi^ c +2ö + a,„, 
v + Zp-Sn^ia + a,,, 

2q+ V -^fi^2v+ c +üc,„ 

2v+ 2i'-Gfi= p +3c +ß 
2p+ 24. = V + Sie + a,,:, 

3ß+ =35 + 6 +«„ 

üf.t'-f " - 3ji^3w + <> +''iN 

3«+ -=3?;;+ 6 +«1, 

3g + V -3,(1 = 3,: + ö +«^n 

3?/4- p =2m+ 2 +'' + «;iii 

3s + V --S(i-^2c+ V +ff + Kß, 



13) 
14} 
15) 
16) 
17) 
18) 
19) 
20) 
21) 
22) 

23) c+ w 

24) V4- g 

25) y+s 

Hier bedeutet also z. B. Kj ilie Zahl aller tlnrJCTiigeii in dem 
gegebenen einstufigen Systeme noch ausser e vorhandenen, iiin- 
läuglich oft gezUlilten Ausartungen, bei denen Spitze und Wende- 
jmnkt zusammenfallen, «^g die Zahl aller deqenigeu, welche eine 
Tangente durch eine gegebene Gerade so schieben, dasa ihr Be- 
rflhiimgspunkt mit ihi'em einfachen Schnittpunkte KusauimenfSllt. 

Aus den 25 Fonneln der obigen Tabelle ej'hält man auf moh]-- 
facbe Weise jede der sieben Zalilen 

2ß, 3c, Gv, Sy, Sw, Gq, Ss 
als eine Function von (t, v, p, welche um eine Function der Zahlen 
a vermindert ist. So gewinnt man sieben Hanptformeln, nämlich: 



- fl =.26 + ß«3, 

- (t =2<r+«,„ 

- IL =2e+a,,. 

. B. 
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2G) die (?- Forme! 


2.ö=^v-f p-3.ft-K„ 


27) die c- Formel 


3.e-4.i'-9-6,(A- 


28) die w-Formel 


ä.W = 4.Q-v-a^, 


29) die «-Formel 


Q.v^l.&^v-S.ii- 


30) die 2-Foi-mel 


Q.q^l.v-Q~9:fi- 


31) die (/-Formel 


3.y^2.!i + v^S.,i~- 


32) die g-Fonnei 


3.« = 2.v + p-3.^- 


orin 





gewisse Fimctioiien der Zalilen %, ci2,...a^^ bedeuten. 

Jede dieser Zahlen a ist eine Summe von Anzahlen, von denen 
jede angieht, wieviel Ausai'tmigen von gewisser Definition in dem 
gegebenen einstufigen Systeme vorhanden sind. Derartiger Defini- 
tionen giebt es nun im ganzen zwölf verschiedene, mit anderen 
Worten, die Cg^ hat ausser 6 noch iswulf anäei-c Ausarhtngm, wenn 
man Systeme voraussetzt, deren definii'ende Bedingmig ausser (t, 
V, p auch Bedingungen enthält, die über die singulären Pimkte u]id 
Tangenten etwas aussi^en. Die genaue Beschreibung dieser zwölf 
Ausai-tungen erhält maa, analog wie beim Kegelschnitt in § 20, 
Sölir leicht aus der allgemeinen C^ durch homogi'apliische Abbildung, 
indem man das Doppelverhältniss gleich null setzt, dem Centrum jS 
der Ilomogi'apliie alle mögliclien Li^en zu der allgemeinen C^ er- 
theilt und die erhaltenen Ausartungen dual umfonnt (Lit. 94), 

1. Wemi S nicM auf der C^ und auch nicht auf w oder q oder 
z liegt, so erhält man die Äusas'tmig s^, welche aus einer in der 
Ebene ji befindlichen dreifachen Ordmmgsgei-aden b »md drei auf h 
gelegenen einfachen Rangpunkteu ä besteht. Die drei Strahlen tu, 
q, s fallen mit b zusammen, wälii-end c, v, y drei auf h liegende, 
unter sieh und von den Rangpunliten verschiedene Punkte sind. 

2. Wem, 8 auf w liegt, ohne v odei- y su sein, so erhält raau 
die Äusarkmg %. tj^ besteht aus einer in der Ebene f^ befindlichen 
dreifachen Ordnungsgeraden 6, welche mit q und z zusammenfällt. 
Auf dieser liegen ein einfacher Rangpuidit d, ferner die Spitze c 
und endlich ein zweifacher KangpuiJit c, welcher mit « und y «n- 
saramenfällt luid von welchem die Wendetangente w ausgeht. 

3. Wenn S auf q liegt, ohne c oder y su sein, so entsteht die 
Aiisartmig 8-^. b^ besteht aus einer in der Ebene f^ befindliehen 
dreifachen Ordnungsgeraden h, mit welcher w und s zusammen- 
fallen. Auf h liegen zwei einfache Rangpuntte d, ein einfacher 
Bangpunkt, in den auch c und y fällt, und ausserdem der Wende- 



y Google 



T.T.2 Vierter Abschnitt. 

pnnkt i' Dip Ki'k'kkehrtaiigpnti' ([ gelii" dnrrli r^ olme mit J) /ii=.ammen 
KaMlen, 

4. Wenn S auf s Ufigt, ohne c oder v su sein, no entsteht die 
Ausartivng ig, £g besteht aua eitipr in der Ebene (i befintlliLheii 
dreifachen Ordnungs^eraden h, mit welcher w und q znsamnipnfallpn. 
Auf h hegen drei einfache Eangpunlite d, ein Punkt, in welchem 
c und V vereinigt sind, und der Punkt y so, daas alle fünf Punkte 
verschieden von einander sind, s verbindet die eoincidirei^den Punkte 
r. und V, ohne mit h ausammenzufallen, 

5. Werm S der Fmkt y ibt, so entsteht die Ausartung ij^. i;, 
besitzt eine in der Ebene j* befindliche dreifache Ordnungsgerade h, 
welche mit s zusammenfällt. Auf ihr liegen ein mit c zusammen- 
fallender mveifacker Rangpunkt e und ein mit v zusammenfallende]- 
nnfaeliei' Raugpunkt d. Die Wendetangente iv ist ein Strahl durch 
p und die Eückkehrtangente q ein Strahl durch d. Beide schneiden 
sieh in y. Bei iji erseheint also das Öingularitätendreieck nicht 
ausgeartet, sondern in allgemeiner Gestalt. 

6. Wm,n S ein von c und v versrkiedmer Ckirva^punlt ist, so 
erhält man die Ausartung $.^. 6^ besteht aus einer doppelten Ord- 
nungsgeraden & und einer einfachen Ordnungsgeraden a, welche 
sich in einem doppelten Bangpmikte e schneiden, während ein 
anderer Punkt d auf b einfacher Bangpunkt ist. w, q, e fallen mit 
h zusammen, während r, v, y drei auf fi liegende Punkte sind, die 
im allgemeinen von d mid c verschieden siml. 

7. Wenn S (fer Prnikt c ist, so imtsblit die tj^ fi-Vl-dufd ml- 
sprechende Aiisartwng &-,. 

8. Wenn S der FuiiMt v iit, so entsteht dieselbe Ansfirfime/ 9-, 
ivie hei 7. 

Aus den eben in den sechs ei'sten Nuuiuteni besclirieijeuen 
Ausartungeii 

*s. %5 «n «3- %? ^ä 
erhält man durch Peld-dualo Uebei+raguiir; sechs neue A.usartiniifen, 
uiuiilicb; 

TTa, &y, Ti, Tg, ■&,, Öj, 

deren Beschreibungen aus den obigen Beschreibungen abgelesen 
werden können. Hinsichtlich der Bezeichnung hat mau sich dabei 
nur zu merken, dass immer einfache Ordnungsgeraden a, mehrfache 
Ordnungsgeraden b, einfache E^ngpunkte d, mehrfache Raugpunkte 
e zu nennen sind, so dass bei der dualen Üebertragung immer 
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a und cJ, h und e, 

W und c, q und v, s und y ■ 
für einander zu substituiten sind. 

Die Symbole der eben dnrch homographische Abbildnng er- 
zeugten zwölf Ausarbnngeii sind so gewählt, daas solche Aus- 
artungen, deren Besclireibungen hinsichtlich des Putüctorts tmd des 
Tangentmorts genmi iibereinslmimm, mit denselben Buckstäbm, jedoch 
verschiedenen Indices bezeichnet sind. Es bestehen nämlich: 

1. d, und (Jg aus einer doppelten und einer einfachen Ordnungs- 
geraden mit einem doppelten Rangpunkte im Schnittpunlite beider 
und einem einfacheii Bangpunkte auf der doppelten Ordimngs- 
geraden; 

2. Tj, Tg, Tj ans drei einfachen Orthiungsgoraden, die sich in 
fiinem dreifachen Rangpunkte schneiden; 

3. £j, £2, £g aus einer dreifachen Ordnungsgeraden, auf welcher 
drei einfache Rangpunkte liegen; 

4. &^ und *2 aus einer zweifachen und einer einfachen Ord- 
nungsgeraden, die sich in einem dreifachen Rangpunlite schneiden; 

5. iJi und ija aus einer dreifachen Ordnungsgeraden, auf welcher 
ein einfacher und ein zweifacher Rangpunkt Hegen. 

Jede dieser zwölf Ausartungen, sowie auch 0, kann in einem 
tler zu betrachtenden einstufigen 8ysteme vorhanden sein, ausser- 
dem aber Jcmie (mdere Ausartung, ein Resultat, welches der Verfasser 
allmählich durch Induction erkannt hat. Wir führen nun die zwölf 
Ausartui^sb edingungen 

dj, ^21 ^1) ^21 %j *i> ^2) hr ^ir ^2! Vi) % 
in die 25 oben zusammengestellten Formeln ein. Jod« der darin 
enthaltenen Zahlen k ist natürlich eine Summe der mit gewissen 
Coefflcienten multiplicirten zwölf Ausartungssjmbole. Aus der Be- 
.ichreibung der Ausartungen ersieht man in jedem der 25.12 Fälle 
leicht, ob der Coefficient null ist oder nicht. Ist er nicht gleich 
null, so kann er entweder algebraisch oder mit Benutzung des Üm- 
standes bestimmt werden, dass die 25 Oleichungen nur sieben von 
einander unabhängige Gleichungen repräsentiren. Die 25 . 12 Coef- 
flcienten sind in der folgenden Tabelle zusammengestellt. Ver- 
mittelst derselben ersetze man die Zahlen a der 25 Formeln durch 
die zwölf Auaartungsbedingungen naeh folgende)' Eegel: 
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„Jede links resp. rechts steheitde Zahl k ist gleich der Stimme der 
zwölf Pfoducte, deren jedes einen in derselben fforiiSontalreHie stellenden 
üoefßcienten smn einen Factor tmä diejenige Äusartungssahl mm andern 
Factor hat, welche mit diesem Coeffidenten in duselten Verticak-eihc 
oben resp. unten steht" 



TaTaelle der Coefflcienten der Aus artunga anzahlen in den 25 Formeln. 





■^1 


^. 


'■ 


Tg 


». 


«1 


*2 


*3 


iL 


»I 


^1 


ni 




«, 


l 
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1 








1 





T 








ff. 


% 


1 








1 

















1 





1 


«4 




1 





1 


1 





1 




















"« 


ß, 


l 





1 


1 


1 


3 


1 


1 


n 





1 


1 


«» 


( 


2 


1 





2 


2 


J 


2 


3 





2 


1 


3 




«II 


o 


9 


! 


3 


n 


1 


o 


3 


1 


, 


(1 


3 


«L 


«IS 


2 


1 


3 


3 


", 


r, 




"! 


1 


■, 


2 


\ 


Kj, 


«1 


1 


2 


fj 


(1 





(. 


b 


b 


1 


, 


2 


b 


(j 


«n 


2 


» 


3 


J 


i 







(1 


(1 


n 


1 





ftj 


«iq 


2 


n 





3 


3 














T 


1 


, 


«0 


K., 


2 





3 


3 


n 


1 








1 


j 





2 


ff 


((,, 


1 


1 


1 


1 


1 


] 


l 


1 














ß 


«a* 


1 


\ 


1) 


1 


1 





1 


1 





1 


1) 


1 


«, 


«8 


1 


1 


1 


1 


n 


1 


1 


J 


1 





1 


ß^ 




K 


T 


•, 


«^ 


% 


T, 


T 


r. 


f,7 


T 


^1 


* 





Ilieiaus eigeben sich mit vielpn BpstafcigungPii aiicli die W^itln* 



(lei Miiguldien Def< utf dei ^icbtii HaiqitfmmtJn Man Ini' i 

ZI] =IPt/P)l 

«„ = 2^i + 2dg + 3Ti + 37ra4-3T3-|-3f,4 3f^ f-3f. 

-|-^i + 3*. + % + 3%, 
K,. - Ö, + 2^2 + 6£i + 6£a + Otg 

-]-e-, +3-9-3 + 27;j + G7;a, 

+ 2*i + 6*3 + i)i + 3i/3, 
r,,, ^ 2Ä^ -f 4ö^ + 15tj +9^3 + Or, + 3*, + 3^^ + '"^.' 

+ 5#i + 9*3+-tj, + 3i?^, 
f;,, - 45, + 2Ö3 4- 3t^ + St., + St., + IÖe, + 9e, + !'*: 

+ ö-^ + 3Ö-^ + 5ijj + 9Tja, 



Uli 
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+ Ö-1 + 30-2 + 27)1 + 3%, 
c= -- 2Öi + ^3 + 3ti + 3r2 + Stg + 3ej + Sej + 6*3 
+ 2*i + 3#3 + i)i + 3%. 
Nach Einführung dieser Werbhe in die sieben Hanptformeln 
]iat man liinreicLende Mittel, um die gesucliten Anzahlen der C/ 
zu berechnen und zugleich wegen der zahlreichen VerificaUonen 
IFUickschlüsse über die Natur der Äusartui^en und etwa zweifelhafte 
Coefficienten zu machen, vorausgesetzt, daas alle diejenigen zehn- 
fachen Symbole berechnet vorliegen, deren einer Factor 
e, Äj, 3^, Ti, Tj, tg, t„ «ä, £3, »i, »i, 1J1, % 
ist u]id deren n.nderer Factor eine von den neunfachen, ans 

(i, V, Q, c, V, y, w, g, 
zusammengesetzten Bedingungen iat. Die Berechmnig dieser Aus- 
artungssymhole ist dalier unser nächstes Ziel. 

Da die Ausartung ff nur Hauptelemente und einen Kegelschnitt 
als Theilgebilde enthält, so setzen sich alle Ausartungszahlen a 
aus den in §§ 19 und 20 behandelten Anzahlen zusammen. Man 
hat dabei nur zn beachten, in welcher Weise die Bedingungen bei 
einer Ausartung 6 zu erfüllen sind, Dies folgt _aber unmittelbar 
aus der oben gegebenen Besehreibmig. Tn derselben ist schon die 
Ordnungsgerade mit a, der Rangpunbt mit d bezeichnet. Wir be- 
Keichnen ferner noch die Bedingung, ff soll seinen Kegelsclmilt eine 
gegebene Gerade schneiden lassen, uiit w, und die Uedinguiig, (J 
soll seinen Keifelschnitt eine gegebene Ebene berühren lassen, mit r, 
Uann ist z. B an setzen; 

av ^-Ga-^ 6n, 

aQ" -^eiß + r)", 

ar, =av ^'Oy = acl, 

Giv, '^ Gq„ = (iSi = aa^ ; 
Ferner auch: 

aad =0a^ + ed^, 
Ga^d=2. aa^d = 2 . ff^ + 2 . 6(^a,. 
Hiernach hat es keine Sehwiei-igkeit, alle ff enthaltenden Sym- 
bole vermittelst der in § 20 abgeleiteten Kegelschnittzahlen auszu- 
rechnen, wie aus den folgenden vier Beispielen hervorgeht. 
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1. Tierechwimg von ffv^p*. 

+ 4, .ö»-3.[5„.wf^(^+5i ■«*{(? + «.) + 02 ■»'(«. + (^*-|-f'«^) 

+ 5g.2.w«dJ,] 
+ 4^ . er. [5o . w^(i= + 5i .«'(?«, + 5, -M^^iTI 
= 4o.[5i.64.2 + 5a.(48.2 + 32) + 53.2.24-f54.2.4] 
+ 4, . r5„ . 104 . 2 + 5i . (104 + 64) + 5^ . (24 + 48 + i . G4) 

+ 53.2.(^48-4.2) + r),.2.2"l 
+ 4a . [öo . 128 + 5i . (i . 104 + 28) 4 5g . (^ . 72 - 4 . 2 + 1 . 24) 

+ 5,-2.4] 
+ 43. [öfl. 24 + 5^4. 28 + .%. 6] 
= 18816. 

2. Berechnung von ffgsfi^p^. 
ö9',ft^ß'*-= effleft^(r + (f)^ 

= 5„. 4 + 5,4.8 + 53.-^.2 
^34. 

3. Sercclinung von ßwqSeQ''- 

awqSe 9^ "= ßaaüe (r + (7)^ = ff.4(r + rf)^ 
= 5o.eAr^ + 5i.öyld/ 
=^5o.2 + 5i.l 
= 7. 

4. Seredmung von ßwyv^fiv^p. 
awyv^^iv^Q -= (rffl(7(?^ft (n + 0)^ (j' + rf) 

= (ja(P(t(w + o)V 

=^ 3j) . ßUe d^^n^r + 3, . ßAd^n^r 

= 3o.f.l6 + 3,.2 

= 14. 
Hierzu fügen wir nocli die ntimerischcn Wortlie aller (lerjenigon 
Zahlen ff, welche mir elemeatare Bedingui^en enthalten, und aller 
derjenigen Zahlen u, welche ausser elementaren Bedingui^en nni- 
eine einfache Singularitätenhedingung, also entweder a oder d ent- 
halten. Hinsichtlich der Anordnung dieser Zahlen innerhalb der 
folgenden Tabelle ist zu beachten, dass immer diejenige Zahl, 
welche einer mit ff multiplicirten K-fachen Bedingung «fc i" nnch- 
geseht m^, die Bedingung w'«-''-'p'-i pnthült. 
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Tabelle von Zahlen a. 
ai^- =4Ü, 87, 141, 168, 141, 87, 42. 
ü>^ =^588, 1086, 1584, 1767, 1518, 1053, 606, 294. 
0fi =4296, 7068, 9222, 9393, 7626, 5136, 3003, 1587, 768, 
o- =20040, 28344, 31356, 26994, 18816, 11190, 6054, 3051, 

1464, 696. 
ö«i(^-12, 27, 45, 54, 45, 27. 
ö«fiä=172, 340, 508, 571, 490, 337, 190. 
o'«(t - 1272, 2220, 2960, 3037, 2466, 1652, 955, 495. 
m =5912, 8840, 9980, 8640, 6008, 3542, 1890, 935, 440. 
o-äii^^Sl, 45, 54, 45, 27, 12. 
ffrf(t' = 338, 506, 569, 488, 335, 188, 86. 
tfrfji =2196, 2938, 3017, 2448, 1636, 941, 483, 222. 
od -8680, 9844, 8526, 5914, 3466, 1830, 889, 406, 184. 

Ea bedeutet hier z. B. die vierte Zahl hinter e«ft, also 3037, 
das» es 3037 in eine Curve ö ausgeartete cubisehe Plaimiirven mit 
Spitze giebt, welche ihre OrdnuBgsgerade eine gegebene Gerade 
schneiden fassen, ihre Ebene durch einen gegebenen Punkt schicken 
\ind dabei vier gegebene Gerade schneiden, sowie drei gegebene 
Ebenen berühren. 

Die Aiizahleu tür die vier Ausartungen 

*i, »,, Vi, % _ 

lassen sich vurmöge der Incidenzformelii scliliea stich zufücktühreii 
Ulli' die Symbole: 

d-j^H'^e^ahcv, d'ijj.^e^abvs, ^^n^e^ahcz, ^^^^<?ahäe^ 
ij^^iBdewq, rj^/iBdeqp, rj^fiBdewp, rl^flBdey'', 

welche sämmtlich den Werth 1 haben, \ind HAii Symbole, die et- 
siclitlieh den Werth haben. Man beachte dabei nur, dass in- 
folge der oben beschriebenen Eigenschaften der Ausartungen fol- 
gende Substitutionen zu machen sind: 

»^ v" pi* = *, (a + 2 h)" (3 e)f , 

^^v" (>i^ = *a (a 4- Si)" (3 ey, 

r},v'>Qp^rii(^hy{d+2ey, 

7)a V 9-* = ijs, (3 iy (d+2 ey, 

^1^ = %(^i Vi'" ^ 'Jl^J i?!^ "= Vl^l 
iJs" - %V = %ß) %^J. = V-i^ = •Ja ^■ 
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Feniei' a. 11: 

&, (1^ h''=-2.9^a,bp + '2. »^ a, h, 

+ 2,9^ (jiea ~(i^e~ c*) (eh — e^); 
ijg (Pc' = % (db — he) (ei — bg) 

= ri^Vde — %bse — %biä -^ »j^ Ji. 
üie numerische Ausrechnung ersehe man aus folgenden Bei«iiieleu: 

1. Beredmimg von 9^^^^v*'cwv. 
S-,(t^v*CiCw = *,;i^ (ö + 20)* hcv 

= 4,.2^2 + 43.2^2 
= 113. 

2. Serechrnng von &^fi^cWgV^Q. 

^a ft^cw, v^ p — *a(t*c {ew — e^(a + 2hf . 3^6 

=^ S^^aft'e^CW (3, . 2'ß'Ö -!■ 3a . 2\ «^■■') 
= 3^(3l.2^2 + 3^.2^2) 
= 108. 
3'. Berechnw^ von ■rj^nv^&^y^. 

^648. 

4. Berechnung von ti^Wpq0vcv&'''. 
7i^-WpqsvcvQ'^='ri^(jLtV — ^i^b^ec{ß'e)(d-\-2ef 
= ^'■Tt^y.wch^e^ (#+ 2^ . 2^ . de) 
-3^(2 + 2i.2M) 
= 18. 
Hierzu fügen wir jioeh die numerisdien Wei'lho einiger Zahlen 
-9- und 7). Wi]' ordnen dieselben wieder so, dass diejenige Zahl, 
welche einer «-fachen Bedingung als i" nachgeselsit ist, die Be- 
dingung V (10- « -i)-mal und die Bedii^uiig Q (*— l)-mal enthält. 

Tabelle von Zahlen Ö und jj. 
*,fi»ec«J ^&^ii^ez, =S-2(t'ecw-18, 12, 0, 0. 
a-,;i.^ecj! ^%:^^^ecw ==1.52, 108, 36, 0, 0. 
^j/iecw =.&afte«f —660, 456, 162, 0, 0, 0. 
Jlf^ecv =&^ectv =1240, 720, 216, 0, 0, Ü, 0. 
ö-^jA^efcuu —S-gjt^eöcw— 5, 3, 0. 
»iP^ebcv =i%^^e6cMJ = 44, 30, 9, 0. 
fr^fieöci; -*afie&cM) =194, 132, 45, 0, 0. 
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^■^ebcv -*ae6cjü =340, 192, 54, 0, 0, 0. 

»^[i'^cv ^&^ii^ao =240, 456, 324, 108, 0, 0. 

»ili'^acv ^^^(i^acw =112, 192, 144, 54, 0. 

^ilt^aecv =&^aecio =64, 48, 18, 0. 

»^(i<^cv =9'2jte*c«c =-18, 0, 0, 0. 

tj^li^ewq =»)ifi*e)/^ =%(t*ecw = 0, 9, 15, 6. 
9j,ji^ewg ^ijajt^eeM' =0, 54, 90, 75, 32. 
■ri^new^ ^tl^fiecw =0, 162, 270, 225, 96, 40. 
it^ewq =%ew =0, 0, 0, 0, 0, 0, 0* 
■i;jft*&ew2==ija(t^&eciü =0, 3, 5. 
■fjf(iHewq=^%(i^hecw ^0, 18, 30, 25. 
%^&eW2 =%(i.becw =0, 54, 90, 75, 32. 
il^iewq =fi^becw =0, 0, 0, 0, 0, 0. 
%(i^«üg ^ijäft^cw =0, 0, 216, 324, 264, 120. 
j^i^^tiewg — t)gft^(?ecw = 54, 54, 39, 18. 
TjfH^^toq =%(i^e^cw =0, 18, 18, 7, 
■rjift^dwq =%^VcM' -=0, 108, 144, 114, 56. 
ri^lf.^wq^^7i^{i^cw =0, 18, 12, 8. 

Ebenso ktiim man die sämmtlieheii, ä^ ejiUial tendeti iSymboie 

(tjC— -öjD = öji/ = d^e 
vermöge der lucideiizformeln schHesslich ausdrücken durch Sym- 
bole, welche ausser ^ und e nur erste Potenzen von ec, g, s, a, h, d 
enbhalten. So kann man schliesslicli alle Zahlen S^ auf die 24 
Starmmcihhn zurückführen, welche in der folgenden Tabelle zu- 
Bammengestellb sind. Die zugieieh dort heigesetzten numerischen 
Werthe sind vom Verfasser allmählich a posteriori erschlossen. Sie 
charakterisireu die Lagebeziehimgen, welche bei S^ zwischen den 
fünf von e ausgehenden Strahlen a, h, w, q, 2 bestehen. 
Tabelle der Btammzahlen bei ä,. 
d\[i^e'dabw = i^i^^e^dabq =d\ji^e^dab3= 1, 
^^^^e^dawq~ö^ll^e^daws^Ö^^^e'daqä'=l, 
Ö^[t''^ähwq = dj^(i^e^dbw3 = d^(t^e^dJ)qz--^ 1, 
ö,(i^^dwqs= 1; 

*■ üübttliiupt muBS jQdo Zahl ij Null 6em, /n doruii Büstiinnumg lioinn 
ilie l!.bi,ne [i iwüt,göii(b Bodmgun^ gi-gcbcn ist 
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ä^fi'^edawqs ^-S^ii^edbwqs^'I; 
ä^^e'dabivq ^ 8^^e^dabwz =- li^iii^dahqz -=2, 
d^fie^dawqs =S^(i^dbwqs=^2] 
Ö^^^äabwqz =1; 
S^^e^dahwg_B =1; 

äi^e^dahwqz^l. 
Von den Stauimaalilen, auf wüluhe diu sUiumtlicbüii Zahlen tJ^ in 
ähnlicher Weiae rechicirt werden köiiueji, stiimiueii die ft" alpt li'iikliOr 
enthaltenden mit gewissen Stammzahlen der obigen Tiibelle überein, 
weil S^ lind d\ sieh feld-diial entsprecliei» , a. B. 

S.^ji%adccv = ö^(i^edabtvq. 
Die Werilie der iiiit' <J^ bezüglielieii Sfcaimiiaalilen eutliÜlUlie loigeJKle 
Tabelle. 

Tabelle der Stammzahlen bei ä^. 
ö^(i?bcadec ^ S^^^heuäev '^ Ö^^heUäey •= 1, 
S^yt^hsadev = ö^^^heaäcy = ä^^Hgamy = 1, 
S.^^^beaeGV '=\(i^heaecy =ö^^^haaevy = 1, 
&^\i^beacvy = 1; 

d^/i^badcvy ^ö^ii^haecvy = 2; 
d^fi^adecvy = 1; 

AiLWHerdem ist zu beachten, dnwö jede.s aid' <i\, bezügliche Hysubul 
gleich null ist, wenn es keine die Ebene (t bestimmende läedingung 
enthält, also z. B. 

S^Badecv = 0, ö^b,adecvy = 0. 
Hiermit ist nun die Berechnuny der Zahlm d, und S^ tlteoretisch 



Für die Ausrechnung der Zahlen S lässt sieh der Umstand be- 
nutzen, dass in der Tabelle der Stammzahlen von tfj resp, von d'.^ 
die Symbole w, g, s, resp. c, v, j/ beliebig mit einander vertauscht 
werden können. Man bezeichne daher bei 9^ mit 

ffi, g-n 92 
be/.uglich die Bedingungen, dass von den drei Strahlen w, q, 2 
einer eine gegebene Gferade schneiden soll, daes jeder von zweien 
und dass jeder von allen dreien eine gegebene Gerade schneiden 
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yoll. Daiui hat man von clou sämmtlicheii, siuf d\ bezttglichen Sym- 
bolen nur diejenigen [lasziLwerthen, welche ausser den elementaren 
Bedingungen fi, v, q die folgenden Bedingujigen euthalton; 

fft, i/a. 33, 

f^J/i, eVa, ^%, 
«Vi. «Vs, <'%• 
Analoges gilt für (5^, wo man die Bedingungen 

eiuzitfüLren hat, d. h. die Bedingungen, das« von den drei aingulären 
Punkten c, v, y beaüglich einer auf einer gegebenen Ebene liegen 
soll, dass jeder von zweien und dass jtider von allen dreien auf 
einer gegebenen Ebene liegen soll. 

Einige Beispiele mögen die Berechnung von Zahlen ä verdeut- 
lichen. 

1. liereclmung von ö^nv^Q^tv. 

+ 2^.2Kä^(l<ieg^(6^.2Ka*b+b^.2^d^h^+5s.2^a^^+ö^.2\ab^) 

+2i. 2'. (5j. 2'. 2 + 5^.2^4 + 03-2^4 + 5^,2^2) 
= 2980. 
DieweH ist zugleich die Zahl fiir die Symbole ^iHV^Q^<l, d,(iv'''&^ä, 

^^(IV^q'^C, S^llV^Q^V, ÖgffJl^e^J/. 

2, Berecfmtmg von S^v^^^cq^- 
d>V*c3„ — ^g (« + 2}}f (d+2ey-i\ b„ 

= ^aaVl*=(4^.2^#e«) 
= 4a.2M 
= 34. 



= d^ n^p^ b {i^ .2^ .a% + 4^ .2^ .a^b^) 

= 4^ . 2^ 2 .Ä^fi^ft. aejog + 42-2^ 2 . ö'afi^ij «ejja 

= 4l.2^2.14-4^.2^2.1 

= 04. 
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4, Berechnung von t^v^^lv^qn. 

-*,.[4..2».2^ + 4,.2'.2.o,H-4,.2'fe + o.)(S, + ''.) 
+ 4,.2'.2.oi>, + 44,2*.2.i"J<i(ea o'Sj) 
== 4o . 2" . 2 . ((te^of — ft^e^)(^(ßg — ejj) 5^ 
+ 4, . 2' . 2 . ([»«"(jS - (4'e>S) (J(j, - e^,) 9, 
+ 4a.2^[f^^C(t?+2fie''(J&+e^«i-^>V+^V + (it*«)(« + &) 

+ 2ftV](i(5g — e^fa)!?! 
+ 4j.2».2((i«'o4^(<Vo)Ä{srs-«Si)'»i 
+ 4, . 2' . 2 ([»«'S - (•><!») d((/, - es,) «, 
-4„.2".2.(2-l) 
+ 4,.2'.2(7-4)-4,.2',2.(2- I) 
+ 4,.2^[^ + 2.7+l-(2 + 4-^2)(l■fl) + 2.1] 
-4,.2>.[4 + 2.2-(l + l)(l + l)] 
+ 4,.2'.2.{7-4)-4,.2'.2.(2- 1) 
+ 4j.2*.2.(2-l) 

- 2 . 1 + 16 . (3 - 1) + 24 (8 -- 4) + 64 (3 1) + 32 . 1 
-390. 

5. Bereckntmg vwi S^fi?vQ^tjcvw. 
ii^li^v^^evyw = öjji" (« + 26) (rf + 2e)^iia^ 

- (i'oft(2, . 2"* J + 2, . 2>AS + 2, . 2V6) «, 

-(«'01>,t2„.2«(i.iJ-S,)6 + 2,.2'.<!«6+2,.2"(ie-6,)SJ«, 

"2„.2».Oj,,(^>Sii+(i"M + Bii- fiB) 

+ 2^". 2' aj)j (f(^(7e + ftöprfe) 

^-2ä.2'.ßi>3(f^^fee+(l''6e + i^e jti/) 

-2,. 2». {2 + 2 + 0-1} 

+ 2,. 2'. (1 + 3) 

+ 2,. 2>. (2 + 2 + 0-1) 

-31. 
Hierzu l'ßgen wil' die itumerißelieji Werbhe einiger Zahlen d" mit 
dem Bemerken, daas auch hier die einer ff-faeiieii Bedijigmig iiiw;]i- 
gesetzlje i*° Zahl die {i - 1)'« Potenz von Q luid diu (10 u - {l'° 
Potenz von v entlrült. 

Tabene'von Zahlen ä. 
ö,(tVi = 'Jü(*^Ä = 0, 24, 78, 78, 24, 0. 
ä,rti-*<(»'Ä-0, 240, 672, 702, 408, 120, 0. 
«iMi -'rfPi -0, 1240, 2080, 3028, 1840, 640, 160, 0. 
«iJ/i - «lA - 0, 3360, 5840, 6020, 2640, 800, 160, 0, 0. 
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öift^ej/, ^d^ji^ep^'^O, 18, 21, 6, 0. 

äiC'«»! -*i(»'ep, -0, 1S2, 188, 113, 32, 0. 

«ifiey, -itsiiep, -0, 660, 802, 606, 168, 40, 0. 

ä,eg, -«jca -0,1240,1300,714,208,40,0,0. 

ä,(>'Ss, -ä,n'6Ä-0, 6, 21, 18, 0. 

ä>'»ft -«,(i'6pi-0, 64, 190, 187, 88, 0. 

S,l^iS, -Stft'Pt -0, 340, 858, 848, 472, 120, 0. 

ct,Ss, -ä,*» -0, 880, 1560, 1278, 502, 120, 0, 

(J,f(^eVi — 0, 4, 1, 0. 

«,(<Vy,-0, 36, 26, 7, 0. 

ä,(i(!"j, -0, 162, 116, 36, 8, 0. 

«,<?y, -0, 240, 160, 44, 8, 0, 0. 

^2f^ä6si'l = 0, 1, 4, 0. 

«,n'S,a-0, 8, 26, 18, 0. 

*,(i6j), -0, 42, 112, 96, 24, 0. 

«,S,R -0, 100, 178, 120, 24, 0, (1. 

S,i,'w,q —0, 72, 111, 81, 32. 

d,fi%,ä^ =0, 27, 45, 31. 

i,ltw,q -0, 314, 458, 338, 128, 40. 

S,ini>,qi -0, 126, 201, 166, 64. 

S,w,q -0, 660, 802, 506, 168, 40, 0. 

S,w,qa - 0, 290, 380, 260, 104, 40. 

ä,(»'»äS -0, 90, 240, 249, 144. 

ä,H"«ig -0, 176, 482, 615, 320, 120. 

Sifwq _0, 900, 2122, 2180, 1368, 520, 160. 

a^wq! -0, 1320, 2262, 1984, 1128, 440, 160. 

«,(<'e«J, -0, 8, 25, 18, 0. 

ä,i,'cw,v -8, 19, 13, 0. 

ö,ii'c«l -0, 64, 190, 187, 88, 0. 

ä,l»Vii» -64, 146, 136, 63, 0, 

S^ti^ycvw =58, 64, 31, 0. ■ 

ä,(.'e»!/« - 14, 36, 26, 0. 

Bei der Reduction der Zahlen tt,, r,,, z^ lühre man die diF 
Bedinguugen o,, a^, a^ ein, welclie bezüglich aaswageu Hollen, 
dass eine der drei Ordnvingsgeraden, 
daßs jede von zwei unter den drei Ordnung.Hgeradon, 
dass jede der drei Ordnungsgeraden 
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die Bedingung erfülH, eiue gegebene Gerade zu seimeiden. Bei- 
spielsweise kaiui niLiii verinogu der Iiiüideiizformelii tv'' wchliüssliuli 
Eiusdrücken durch 
immlicli(p.37): "''^''''' '"^^'^' '"^^'''' ^''^^'''' 

Tv<' = 180 . t«B {(i''e + [i{f) - 500 . za^ii^'e^ + 560 . r«iftV. 
Bei Tj liat man zu beachten, dass die eine OrduiuigHgerade 
vor den beiden andern dadurch ausgozeiehnet ist, dass w luid s mit 
ihr ausammenfallen. Darum m\l bei r^ a^ resp. a^ auHdrllckcn, dass 
eine der beiden cmdeni Ordmingsgoradeu, resp. jede von Urnen eine 
gegebene Gerade sehneiden soll. Die mehrfachen, auf die Singula- 
ritäten beaögliehen Bedingungen di-ileke mau, wie sonst, durch die 
enteprechenden einfachen Bedingvuigen und durch fi luid e aus; z. B. 

T^v'^ ^Ti{ftVll!~-fl^V- flC'W-^ ji'^ + iie^, 

TgCVSi ^ i^e^Oics — {i^ — fie^) 

So kann mau sehliesslich alle fundamentalen Anzahlen der drei 
Ausartungen z,, t^, % aiif die in den foUjeiidei% drei TahMeni entlml- 
tenen Stammsahlen sm-üdifiih-m. Die dort beigesetzten numerischen 
Werthe sind yom Verfasser allmählich a posteriori erkaimt. Sie 
diarakterisiren die Lagebeziehungen, welche zwischen den vier 
Stralen von r^, zwischen den sechs Stralilen von t^ und zwii-elieii 
den liinf Strahlen von % bestehen, 

Tabelle der Sttunmzahlen bei t,. 
T^^^<?va^w = 1, x^fi^^va^q = 1, r^ii,^e^va^W([= 1, 
r, ^^eva^ivq = 2, t, ii^va^wq^ 2. 
Be achtens werth ist, dass jedes der Symbole ij nur dann von 
null verschieden sein kann, wenn es eine auf v bezügliche Beding- 
ung enthält. 

Tabelle der Stammaahlen bei i^. 
Täfi^e^ait^" =4, r^t^'^e^a^ci === 1, r^jt^e^ag^ =2, 
r^fi^^a^toq =3, z^fi^e^ögW^ ^2, z^si'^e^a^qe^l, 
t^^^i^a^wq^z^ 1; 
t^^^ca^wq =r^fie^agWq =7, 
T^li^ea^ws =T^fi^agWs =6, 
t^^^ea^qz = x^^e^a^qs = 3, 
■t^(i'^ea^wqz =t.^^^a^tüqs='b-, 
T^^^a^wqe ^ r^e'a^wqz = 4, 
Tifi-^ea^wqs =t2^e^a^wqs = '2'a. 
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Tabelle der Stammzalilen Taei ij. 

T3(t*e^j/«iWr= 1; 

z^^^eya^s ^t^^ie^ya^z =G, 

T^fi^eya^w =t^(>,^ya^iD =4, 

T^^^ya^wz ^^T^e^ya^ws =2, 

T^^^eya^ws =T^!te^ya^w^ ^ 14. 
Diireli diese Sfcammzahlen berechnete der Verfasser die Zahlen 
der folgenden Tahelle, bei welcher wieder diejenige Zahl, welche 
einer «-fachen Bedingung als i^ nachgesetzt ist, angieht, wie viel 
Durven t diese «-fache Bedingung erfüllen, und ausserdem die Be- 
dingung V, eine gegebene Gerade za sehneiden, (10 — « — ?) Mal, die 
Bedingung p, eine gegebene Ebene zu berühren, ('/ - 1) Mal erfüllen. 

Tabelle von Zahlen t, 

= 15, 18, 9, 0, 0, 0. 

= 180, 195, 108, 27, 0, 0, 0. 
r,jtv =rsii.q =\t^(iw = Jr^fii: =^t^(iy 

= 1120, 1080, 585, 162, 0, 0, 0, 0. 
t^v =t^q ^i^gW =^^3^ =4%!/ 

= 4200, 3360, 1G20, 405, 0, 0, 0, 0, 0. 

Tlft^CWeV =9, 3, 0, 0. 

ir,/i^cw?w -65, 36, 9, 0, 0. 
irj^*cw«j/= 12, 3, 0, 0. 
T^li^cyvw = 20, 6, 0, 0. 
Tsfi^cwy =48, 12, 0, 0, 0. 
Tafi*cwj/5 = 24, 6, 0, 0. 
T^fi^yisw =8, 15, 9, 0. 
T^(i^cw,v=i, 0, 0, 0. 
-tlfihte -260, 144, 36, 0, 0, 0. 
t^(t^cwv =48, 12, 0", 0, 0. 
t2l''^ycv'u: = 4, 0, 0, 0. 
r^li^cwy =48, 12, 0, 0, 0. 
t^H^cios . = 130, 72, 18, 0, 0. 
T.^H.^civys = 24, 6, 0, 0. 
Tgft^ysw =12, 6, 0, 0. 
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t^li^w.q, =3, 0, 0. 

T^tihc.q, ^27, 9, 0, 0. 

t^fiw.qe -129, 48, 0, 0, 0. 

T^w.qe =305, 99, 0, 0, 0, 0. 

r^fi^w^q =15, 9, 0, 0. 

r^fi^w^q = 147, 93, 27, 0, 0. 

z^liiD.q =755, 459, 144, 0, 0, 0. 

T,w.2 =2100, 1095, 297, 0, 0, 0, 0. 

Tg(i^wg -33, 48, 27, 0, 0. 

r^l»?wq =380, 477, 288, 81, 0, 0. 

T^fim =2280, 2460, 1431, 432, 0, 0, 0. 

t^ivq =8120, 6840, 3420, 891, 0, 0, 0, 0. 

r2ftVffeS = l, 0. 

Tg^*«;a3d« = 9, 3, 0, 

T^fiw,q,0 =45, 18, 0, 0. 

t^ii^Weqä =5, 1, 0. 

Ti[i.hv,q0 =51, 33, 9, 0. 

r^lttc.qe =271, 171, 5^, 0, 0. 

T^w,q0 =780, 423, 117, 0, 0, 0. 

r^fv'f.nqs —13, 18, 9, 0. 

T^lihvqs =156, 189, 108, 27, 0. 

r^jiwqs -9G0, 1008, 567, 162, 0, 0. 

T^wqe =3480, 2880, 1404, 351, 0, 0, 0. 

Bei der ßotluctio]! der Zahlen £,, Sg, e^ führe man die Kwfii 
Bedingungen (J^, (7g, dj, ein, welche beKüglich aussagen sollen, dass 
einer der drei Itangpunkte, 
jeder von zwei Bangpunkten, 
jeder der drei ßaugpimkfce 
auf einer gegebenen Ebene liegen soll. Bei s^ aber, wo dei- eine 
liangpnnkt mit c nnd y coincidirt, soll (?, resp. Ö3 ansdriicken, dass 
einer der beiden anderen Itangpunkte resp. jeder von ihnen auf einer 
gegebenen Ebene liegt. 

Endlicli redncire man wieder die mehrfachen Bedii^ngen auf 
die entsprechenden einfachen mit Hilfe der auf fi und & hcKÜglichen 
Grundbedingungen. Dann sind schliesslich alle gesuchten Anzahlen 
der drei Ausai'tungen (j, fg, tg auf die in den folgmdm drei Tabellm 
<mf)iaUenen Stammmklen mmickffeführt. Ooi-t sind nui- diejenigen 
fortgelassen, welche gleich null sind. Dies sind namentlich alle 
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Zahlen, deren Symbole keine die Ebene ft der Ourve festlegende 
Bedingung enthalten, z. B, 

Die in den Tabellen beigesetzten Zahlen entsprechen zum Theil den 
im vorigen Paragraphen angegebenen Stammzahlen der Ausartungen 
T feld-dual. Die übrigen sind vom Verfasser a posterion bestimmt, 
Sie ehai'akterisiren die Lagebeziehimgen, welche zwischen den vier 
Punkten von t,, zwischen den aeclis Pmditen vo]i % u]id ?;wischen 
den fünf Punkten von £3 bestehen. 

Tabelle der Sttiminaalilen bei n,. 

Jedes Symbol b^ muss null sein, wemi os keine auf die Lage des 
Stmhla q bezflgliclie Bedingung enthält. 

Tabelle der StammzaJilen bei e^- 

faft^fo^aCii =7, B^ti^hd^cp =-6, B^ii^hd^vy =3, 
Bjifi^dgCvy ==-5; 

s^lihpd^flvy =9, 

Tabelle der Stammzahlen bei e,. 

E^li,H>^,sä^ =2, t^fv'hisä^p^^, £.;j!t^lK^d^r. =^2, 

B^li^b,gd^ey^ 1; 

s^^^hsä^y =4, B^^^liBÜ^e ^4, E,^'^J>sd^ey—A-^ 

s^^^zd^cy =2; 

B^^bpäffCy =-G. 
Man beachte, dass ein Symbol % null sein muss, wenn es keine die 
Lage des Strahls s feststellende Bedingung enthält. 

Durch Angabe der Stammzahler hei den Ausartungen £ ist 
nunmehr die Berechnung aller ZaMm s theoretisch geleistet. . 

Da die Ausartui^en b den eingehend behandelten Ausartui^en 
T feld-dna! entsprechen, so tmterdrttcken wir die B^piele für die 
Berechnung der auf sie bezüglichen Anzahlen und lassen nur die 
numerischen Werthe einiger Symbole e hier folgen: Wieder be- 
zeichnet die einei- a-fachen Bedingung nachgesetzte i*^ Zahl die Zahl 
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der Curve]! £, welche diese Bedingung erfüllen, 10 — a-* gegebenf 
Gerade schneiden und i— 1 gegebene Ebenen berühren. 
Tabelle von ZaJileii e, 

= 0, 0, 0, 9, 18, 15. 

-0, 0, 0, 54, 108, 120, 90. 
Cjfi^ =£^(iv ={£^nc ^^e^i^y =|-£aft^ 
= 0, 0, 0, 162, 324, 360, 270, 175. 

= 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0. 

Sjfi^iüsSe =0, 0, 1. 

£i(i^w,g. =0, 0, 3, 6. 

£i!itVeq, -0, 0, 9, 18, 15. 

«i«Cs2« --0, 0, 0, 0, 0, 0. 

£j^»M,g =0, 0, 0, 3, 6. 

t^^^wq =0, 0, 0, 54, 108, 120. 

Siftwg =0, 0, 0, 162, 324, 360, 270. 

E^wq =0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0- 

£^(tw,qz =0, 0, 0, 9, 18. 

e^lL^wqs =0, 0, 0, 18, 3G. 

s^t^^ysw =0, 0, 0, 2. 

s^H^cw -0, 0, 0, 72, 144, 160. 

E^ft^cwg =0, 0, 0, 24, 48. 

Sjft^cM',« =0, 0, 9, 16. 

s^H^cwv -0, 0, 54, 96, 96. 

£^(i^cwy =0, 0, 36, 72, 80. 

Bg(i^cwys = Oi 0, 12, 24. 

Eaft^cwj««/— 0, 18, 36, 38. 

Ssliq,w,0-O, 0, 0, 2. 

E^fiqiv.s =0, 0, 0, 6, 12. 

E^fi^qws =0, 0, 0, 12, 24. 

Sgfi^^Mi =0, 0, 6, 12. 

£,^ä^^CM'-0, 18, 30, 24 
Ehe wir dazu übergehen, aus Jen nunmehr gewonnenen Aua- 
artungHzalilen die Anzahlen für die f,'' abzuleiten, wollen wir nodi 
aus den vorstehenden Resultaten einige interessante Eigenschaften 
der cubiacheu Curve mit Spitze able&eu. 
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Wir erinnern 1:1ns der Methode, dureh welche wir die Defini- 
tionen der Ausartungen der C^^ gewonnen haten. Die Ausartungen 
S^, «1, Sg, Eg, &,, rji, % entstanden als die homogra^hischm Bilder 
der allgememen C^ für verschiedene Lagen des Oentrams S der 
Homographie. Die Äse der Homographie wurde dann immer zu 
einer Ordnungsgeraden und die von S an die allgemeine C^ ge- 
zogenen Tangenten, sowie die Verbindur^sstrahlen des Punktes S 
mit den Ecken des Singularitätendreiecks gahen Strahlen durch S, 
welche die Axe in den ausgezeichneten Punkten der zu erzeugenden 
Ausartung schnitten. Diese ausgezeichneten Punkte aber sind bei 
^ai %j ^21 *3 ^ ihrer Lage von einander abhängig, wie die oben an- 
gegebenen Stamtmahlen lehren. Dieselbe Abhängigkeit muss also 
auch bei den durch S an die allgemeine C^^ gelegten Strahlen 
stattfinden und es fliessen daher aus den Stanunzahlen jener vier 
Ausartungen die durch die folgenden vier Sätze ausgesprochenen 



I. Wenn das Centrum S der Homographie weder auf der Curve, 
noch auf den Seiten ihres Singularitätendreieeks liegt, so entsteht 
die Ausartung e^- N'un ist aber: 

£g^^6j(?g(! ^4, Ejfl*5e(?3» =1, €.^(l^lled^1J =2, 

Bjili^bsdjiCv =3, £.^n,^bed.^ey—2, £gjt^fcsrfgüj/= 1, 
d^l^'hedj^cvy— 1. 

Folglich gilt der Satz: 

„Wenn man an eine cubische Plancurvo mit Spitze von irgend 
einem Punkte jS ihrer Ebene die drei Tangenten und die Strahlen 
nach der Spitze, dem Wendepunkte und dem Schnittpunkte von 
Wendetangente und Rückkehrtangente zieht, so erhält man sechs 
durch S gehende Strahlen, welche, um überhaupt so einer 0/ an- 
gehören zu können, in ihrer Lage derartig von einander abhängen 
müssen, dass das ganse Strahlmsexhvpel mdlichdeuiig bestimmt ist, 
sobald vier von dm sechs Strahlen gegeben sind, und zwar: 

1. vierdeutig, sobald die drei Tangenten und 'der Strahl nach 
der Spitze gegeben sind; 

2. einämtig, sobald die drei Tangenten und der Strahl nach 
dem Wendepunkt gegeben sind; 

3. sweideuUg, sobald die drei Tangenten und der Strahl nach 
dem Schnittpunkt von Wendetangente mid ßückkehrtan- 
gente gegeben sind; 

4. dreiäeutigj sobald zwei von den drei Tangenten, der Strahl nach 
der Spitze undderStrahlnachdeniWendepunkte gegeben sind; 
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5. äweiäeutig, sobald zwei Tangenten, der Strahl nach der 
Spitze und der Stralil nach dem Schnittpunkt von Wende- 
tangente und Rüekkehrtangente gegeben sind; 

6. eindeutig, sobald zwei Tangenten, der Strahl nach dem 
Wendepunkt und der Strahl nach dem Schnittpunkt von 
Wendetai^ente und Rückkehrtangente gegeben sind; 

7. eindeutiff, sobald eine Tangente und die drei Strahlen nach 
den drei Ecken des Singularitätendreiecks gegeben sind." 

IT. Wenn das Oentrum S der Homographie auf der Ourve, aber 
nicht in einer Ecke des Singularitätendreiecks liegt, so entstellt die 
Ausartung S^. Nun ist aber jede Stammzahl für S^ gleich 1, wenn 
die Ebene und auf ihr die doppelte Ordnungagerade gegeben ist. 
Folghch gilt der Satz: 

„Wenn man an eine cubische Planeuiwe mit Spitze von irgend 
einem ihrer Punkte S die in diesem Punltte berührende und die 
sonst noch mögliche Tangente zieht, und ausserdem S mit den drei 
Ecken des Singularitätendreiecks verbindet, so erhält man fünf vojx 
8 ausgehende Strahlen, welche, um überhaupt in dieser Weise einer 
cuhischen Plancurve mit Spitze angehören zu können, in ihrer Lage 
derartig von einander abhängen müssen, dass das ganm Strahlm- 
qamtwpel immer eindeutig hestifmnt ist, sobald irgend ivelcJie drei von 
den fünf SiraMen gegeben sind." 

III, Wenn das Centram S der Homographie auf der Rüekkehr- 
tangente, aber nicht in der Spitze liegt, so entsteht die Äusartimg e^. 
Nun ist aber bei Cj jede Stammzahl gleich 1, wenn die Ebene und 
die dreifache Ordnungagerade von s^ gegeben ist. Folglich gilt 
der Satz: 

„Wenn man an eine cubische Plancurve mit Spitze von ii^end 
einem Punkte 8 ihrer Rüekkehrtangente die beiden sonst noch mög- 
liehen Tangenten und den Strahl nach dem Wendepunlcte zieht, so 
erhält man vier von 5 ausgehende Strahlen, welche, um überhaupt 
einer solchen Curve angehören zu kömien, in ihrer Lage derartig 
von einander abhängen müssen, dass das ga/me StraMenquadrupel 
immer eindmiUg bestimmt ist, sobald irgend welche drei von den vier 
Strahlen gegeben sind." 

IV. Wenn das Oentrum 8 der Homographie auf dem Verbin- 
dungaatrahle von Spitze und Wendepunkt, aber nicht in diesen 
Punkten selbst liegt, so entsteht die Ausartung £3. Nun ist aber: 
s^[i^hgSdg^2, E^ii^he^d^^ — ^, egii^hgSd2C — 2, Bgji'^beSdiCy^ 1. 
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i gilt dei S^tz 

„Wenn mau au Pine cubisclie Plancnive imt Spitze von irgend 
einem Punkte b de'i Vei bindungsstraMs der Spitze mit dem Wende- 
punkte die drei Tangenten zieht, und lus&erdem 'J mit dem Schnitt- 
punkte Ton Wcndetar^ente und ßucLkehrtangente verbindet, so 
erhält man fünf von jS ausgehende Stnhlen, welche, um überhaupt 
in dieser Weise emei 'lolchen Cuive angehoien zu können, in ihrer 
Lage derartig von einander abhangen mussen, dass das gcmse 
StraMmguit^ti^el immm endUihdmhg hestmtmt tst, sobald irgend 
welche drei von dejt fimf Sttählen gegeben sind, und swar: 

1. sweideuhy, sobald die drei T-mgenten gegeben sind; 

2. sweideutu), sobald zwei Tangenten und der Strahl nach 
dem St-hnittpunkt von Wendetangente und Eiickkehrtangente 
gegeben 'iind, 

3. zweideutig, sobald zwei Tangenten und der Verbindunga- 
strahl von Spitze und Wendepimkt ^e^ebeu sind; 

4. eindmtig, sobald eine Tingpnte, dei Stiahl nach dem 
Schnittpunkt lon Wendetan^ente und Ruckkehrtangente, - 
und dei Veibmdungsiti ihl ^rii fejitze und Wendepunkt 
gegeben ■^md" 

Bei den Aubaitnngen d-^, ij^, tj^ tieten keine Lagobeziehungen 
der ausgezeiclmeten Punkte auf Folglich treten auch bei der all- 
gemeinen Curve keine Eelationen auf, wenn der Punkt S auf der 
Wendetai^ente oder m emer Ecke des femgulaiit^tendreiecks liegt, 
Vm" neue Sätse eflutU man jedoch, nenn man du ihigen Sätze feld- 
dual i 



Um endlich lie gp'.uthtcn Zihlen d<-] T,' lus den berechneten 
Äusartm^szahleu zu gewmnen,Biultipliciien wii lede der sieben Gleicli- 
ui^en 26 bis 32 (p lllu 114) mit allen möglichen neunfachen Beding- 
ungen und substituh-en daim für jede zehnfache Ansartungsbedingung 
die berechnete Zahl. Dann erhält man mehr Gleichui^en als nöthig 
sind, um die Anzahlen der Cg^ zu bestimmen und dadurch nicht nur 
diese Zahlen selbst, sondern eine grosse Menge von Bestätigungen. 
Bei der Berechnui^ ist es zweckmässig, immer diejenigen Symbole 
gleichzeit^ zu berechnen, die sich nur durch die Exponenten von 
V imd Q unterscheiden. Die Gesammtheit der Zahlenwerthe von so 
!ngehörigen Symbolen wollen wir Zahlenreihe B nennen. 
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weiui B der in den Symbolen steckende, von v und p freie, gemein- 
same Bedingungsfaktor ist. Im allgemeinen muss man bei einem 
systematischen Gange der Rechnung' wegen der sechs Formeln 27 
bis 32 zu jeder Anzahl der C^^ von ebensoviel Systemen aus ge- 
langen, wie sie Bedingmigen enthält, die auf verschiedene Ecken 
oder Seiten des Singularitätendreiecks Bezug haben; z. B. erhiilt 
man die Zahlenreihe 

sowohl aus den Zahlenreihen (icvWa und ji^cvw, durch die c-Formel, 
wie auch aus den Zahlenreihen {ic^w, und (i^c^tv, durch die w-Formel, 
wie auch endlich aus der Zahlenreihe jic^vtVe durch die sü-Fomiel. 
Ausserdem kann man noch durch die ff-Formel alle übrigen Zahlen 
dieser Reihe ünden, sobald eine derselben bekannt ist. 

Die beiden folgenden Beispiele sollen verdeutlichen, wie man 
von bekannten Zahlenreihen zu neuen Zahlenreihen gelangt. 

Erstes Beispiel. 

Wir setzen als bekannt voraus die Zahlenreihe ^^ymv, nämlich : 

f^*^/3^ü-22, 40, 55, 46, 22. 

Um von dieser Zahlenreihe zu neuen gelangen zu können, haben 

wir die Äusartur^szahlen der vier Systeme nbthig, welche definii-t 

werden durch die Beaingui^en: 

(i^ysivv^, ft^ygwv^Q, {i?yswv(f^, (i^ysiv^^. 
In jedem dieser vier Systeme sind gleich mill die ÄnsartungsKalileii: 

E,, £j, Vj^, Ö'i, 1%. 

Die aclit übrigen Ans artnngs zahlen haben in den vier Systeineii 
folgende Worthc: 

6 =1, 2, 2, 1; 

.$1 = 0, 13, 16, 6; 

^2 = 0, l,-4, 0; 

r3 = 12, 6, 0, 0; 

%™8, 15, 9, 0; 

%-0, 0, 0, 2; 

£3 -0, 0, 6, 10; 

iji=0, 0, 12, 18. 
Setzt man diese Werthe in die ff-Formel: 

v + p - 3fi =^ 2ö + 2dj + 25, + 3t, + 3r, + ?,t,, 

+ 3^1 + 3£a + 3^3 + *i + 3,% + ni +^'n-i, 
iiii erhält mau die vier bestätigenden Identitäten: 
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22 + 40 = 2.1 + 3.12 + 3.8, 
40 + 55 = 2.2 + 2.13 + 2.1 + 3. 6 + 3.15, 
55 + 46^2.2 + 2.16 + 2.4 + 3. 9 + 3.6+12, 
46 + 22 = 2.1 + 2. 6 + 3.2 + 3.10+18. 
Die Benutzting der c-Pormei: 

giebi für jene vier Systeme: 

3c = 4. 22-40 =48, 

3c = 4.40-55- 13-2.1 =90, 

3c= 4. 55- 46 -16 -2. 4- 6. 6-2.12 = 90, 
3c = 4. 46-22- 6-6.2-6.10-2.18 = 48. 

Folgliiili isb: 

ftr'yswcv^ =16, ii^yzwcv^Q^'dO, 
ft^j/.siycvp^— 30, fi^yswc^^ =16. 
Düss die so yetundene ZaUeareUie för fi^yzwc, nämlich: 

16, 30, 30, 16 
vun rechts gelesen so lautet, wie von links gelesen, folgt aiieh an» 
dem Princip der Dualität. 

Femer hängt diese Zahlenreihe mit anderen Zahlenreihen zu- 
sammen durch die erste Ineidenzformel. Nach dieser ist: 
ytosc =(»/' + Wt) (c* + Ss) 

= y^C^-\- c^We + y^Se + Wb Sc- 

Mau hat nänilieh: 

^»^V = 2, 6, 6, 4; jt^c%5 — 6, 9, 9, 6; 

ftY3s = 4, 9, 9, 4; ^Hv,z, = A, 6, 6, 2; 
i.\\.m durch Addition '. 

(ihjswc^lQ, 30, 30, 16. 

Wir finden weiter aus jenen vier Systemen durch die «y-FormcI: 
3?* = 4.40-22-6.12-6.8 =18, 

3^ = 4.55-40-2.13- 1-6.6-6.15 = 27, 
3w = 4. 46-55-2. 16- 4-6.9-12 =27, 
3w = 4. 22-46-2. 6-18 =12. 

Damit haben wir die Zahlenreihe 

^^ysw^ = \i,^yswp. 



bestimmt, nämlich: 
Die y-Formel: 



ih^yBWg^G, 9, 9, 4. 
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6^,= Tj, — V ~ 3(t — 2^1 ~ 4cf3 - 15ri - 91^ - 9^3 
- 3£j — Sfa - Sej — 5*1 — 9d-g - iji - 3% 
liefert für jene vier Systeme die vier Gleicbm^en : 

6d = 7. 40-22-9. 12-9. 8 - IS, 

ßu = 7. 55 -40 -2. 13 -4. 1-9. 6-9.15 =126, 

6« = 7. 46-55-2. 16-4. 4-9. 9-3. 6-12=108, 
6ü = 7, 22-46-2. 6-3.2-3.10-18 = 42. 

Folglich hat die Zahlenreihe ft^ygwv die Werthe: 

13, 21, 18, 7. 
Diese Zahlenreihe hängt wieder mit anderen Zahlenreihen durch 
die erste Incidenzformel zusammen, indem man y^wv auf zweifache 
Weise zerlegen kann, nämlich entweder: 

yswv = yz (We + «^ = y0Wf + yzv^, 
oder auch: 

yzwv = (j/ä + w,) {v^ + 2e) = yH^ + y^s, + w„ 2,. 

Die Anwendung der y- Formol 

3!/ = 2p + i'-3fi-(y,-2d,-3Ti-3rij -6t„ 

— 3 E^ - 3 £3 - 3 £3 — #1 - 3.&a - 2iji - 3ij^ 
giebt für die vier Systeme ^^yzw die vier Gleichungen: 

3j,= 2. 40 + 22- 3. 12-6.8 -18, 

3J/-2. 55 + 40-13-2. 1-3. 6-6.15 =27, 

3;/==2. 46 + 55-16-2. 4-6. 9-3. 6-2.12 = 27, 
3(/ = 2. 22 + 46- 6-3.2-3.10-2.18 =12. 

Folglich ist: 

ftV^w^O, 9, 9, 4, 
Diese Zahlenreihe ist identisch mit der schon bcstuimiLeii Zahlen- 
reihe ^^yswg, da immer: 

^^y^w = ^^ywe , 
weil Punkt y auf Strahl w liegt. 

Wir wenden schliesslich auf die vier Systeme die S-Formel an: 
3s = 21/ + p - 3/t - 2^1 - da - S'^i - 3^a - 3^3 
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Zweites Beispiel. 
Wir gehen aus von der Zahlenreihe w^ qg und betrachten daher 
die Systeme, welche ausser w^qs nur Potenzen von v und p zu 
defiuir enden Bedingungen haben. 

iii jedem dieser Systeme sind alle Ausartungszahlen ausser a, 
T^ und 8-^ gleich null. Diese aber haben folgende Werthe: 
ov>,qs=\2, 24, 28, 20, 12, 7, ' 
raw«g«=780, 423, 117, 0, 0, 0, 
■ S^w.qe^O^ 290, 380, 260, 104, 40. 
Diese Werthe, in die ff-Formel eingesetzt, bestätigen die als schon 
gefiuiden vorausgesetzten Zahleweiben w^qg und ftw^qs, nämlich: 
w,q0 =1788, 1950, 1672, 1148, 660, 343, 165, 
liw^qg=468, 575, 551, 416, 257, 138. 
Aus diesen Zahlenreihen und den obigen Ausarttmgszahlen findet 
man sechs neue Zahlenreihen, z. B, durch die c-Pormel: 

cw,3s^818, 796, 618, 392, 217, 113, 
femei- durch die w-Formel: 

w,qs = 4M, 540, 486, 324, 168, 79, 
und durch die 2 -Formel: 

w,2^s = 684, 729, 621, 432, 258, 139. 
Noch weitere Mittel zur Berechnung der Anzahlen der C?„* hat 
der Verfasser aus dem Prineip von der Erhaltung der Anzahl ge- 
schöpft (Lit. 34). Darauf soll jedoch hier nicht eingegangen werden. 
Was die nun folgenden Tabellen der Anzahlen der cubiscLen 
Plancurve mit Spitze anbeti-ifft, so enthält die erste Tabelle die- 
jenigen Zahlen, welche man nöthig hat, um die ÄJisarkingsansaMen 
der cuiischen Plcmcurve mit Doppelpimict (§ 24) und der atbiscken 
Rcmmcurve (§ 25) m berechnen. Die zweite Tabelle enthält die 
sämnitlichen gesuchten Zahlen bei der Voraussetzung, dass die 
Ebene der Tlancurve fest ist. Die dritte Tabelle enthält namentlich 
solche Anzahlen, bei deren Berechnung der Verfasser die schon 
oben angegebenen Stammzahlen der Ausartungen durch ßückschlüsse 
bestimmen konnte. Auch der Berechnur^ derjenigen Zahlen, welche 
in Jceiner der drei Tabellen angeführt sind, steht sachlich kein Hinder- 
nies enlgegen, da die vorangehenden Entwickelungen die Ausrech- 
nung sämmtlicfter gesuchten Zahlen auf das Einmaleins reduciren. 
Der besseren TJebersicht wegen sind mehrere Fmidamenfcalzahlen 
sowohl in der ersten wie in der zweiten Tabelle angeführt. 



y Google 



136 vierter Abschnitt. 

Zu beaehtm isty dass immer die einer u- fachen Bedingunfi nach- 
(/esetste i" Zalü angibt, wieviel cubiscjie Flancurven mit Spitse diese 
a-fache Bedingimff er/tiRm, ll~a — i (/eg^yene Gerade und i — lije- 
gebme Ebenen berühren. 



Erste Tabelle. 
Die in den §g 24 und 25 bonntzten Äjiaalilen. 
Die Zahlenreihen sind mit Rüclisicht aitf die BenutKiuig bei der 
Bereclinuiig der Zahlen y des § 24 geordnet. 
(1» -24, 60, H4, 168, 168, 114, 60, 24, 
l^'e -12, 42, 96, 168, 186, 132, 72, 
H'c' -2, 8, 20, 38, 44, 32i 

p' -384, 864, 1488, 2022, 2016, 1524, 924, 468, 192, 
fi'c - 176, 636, 1082, 1688, 1844, 1496, 9S6, 512, 
(i'»' -32, HO, 240, 400, 462, 372, 240, 
(i'c» -2, 8, 20, 38, 44, 32; 

(i -3216,6628,10200,12708, 12144,9156,5688,3000,1488,624, 
HC - 1344, 3576, 6388, 8862, 9108, 7264, 4706, 2688, 1392, 
(.c' -248, 740, 1416, 2076, 2216, 1818, 1200, 696, 
pc" -20, 68, 144, 232, 266, 240, 168. 

Die Zahlen v", i>>,...s" sind 17760, 31968, 44304, 49008, 
43104, 30960, 18888, 10284, 6088, 2304, 960, 
c - 6592, 14800, 22336, 26660, 22864, 16672, 10380, 5836, 

3040, 1604, 
e' -1168, 2896, 4592, 6408, 4962, 3708, 2376, 1392, 768, 
f" -96, 264, 448, 566, 640, 436, 304, 208. 



n'q -18, 61, 106, 168, 177, 123, 66, 

li'qc - 7, 26, 58, 85, 79, 62, 

rt»'-l, *, W, 13, 10; 

f,'q -268, 670, 1228, 1771, 1846, 1463, 910, 478, 

li'qe -98, 302, 613, 862,, 839, 628, 382, 

(.'sc' -16, 66, 120, 164, 164, 106, 

It'K?-!, 4, 10, 13, 10; 

Itq -2088, 4620, 7560, 9769, 9618, 7448, 4736, 2655, 1344, 

Me -708, 1890, 3361, 4296, 4092, 3073, 1935, 1086, 

li.qc' -118, 349, 660, 846, 799, 603, 384, 

liqe? -9, 30, 62, 79, 75, 64; 
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i -10563, 20120, 28220, 30930, 26912, 19238, 11790, 6515, 

3320, 1592, 
SC -3208, 7060, 10270, 11058, 9364, 6558, 4025, 2270, 1208, 
?«' -608, 1210, 1812, 1944, 1638, 1163, 740, 452, 
äc' -38, 98, 152, 162, 137, 98, 68. 

ji'w -72, 132, 186, 168, 96, 42, 12, 

p.'we -52, 106, 166, 166, 106, 62, 

(.%«■- 10, 22, 37, 40, 28; 

f.'w -1024, 1696, 2200, 2014, 1360, 724, 316, 100, 

|i%c -666, 1184, 1666, 1662, 1244, 736, 364, 

(.■»«•-136, 262, 390, 407, 316, 196, 

)«■»(!■- 10, 22, 37, 40, 28; 

fiw -7632, 11424, 13644, 11956, 8160, 4532, 2224, 964, 336, 

(tioc -4320, 6912, 8680, 8184, 6036, 3640, 1962, 960, 

pac' -904, 1628, 2010, 1980, 1528, 954, 528, 

f-wif -84, 166, 224, 241, 210, 144; 

w -36704, 48416, 50576, 41136, 26912, 14864, 7416, 3356, 
1376, 612, 

WC - 17536, 23728, 24688, 20292, 13728, 8016, 4268, 2108, 992, 

iBc' -3472, 4864, 6160, 4374, 3096, 1892, 1064, 660, 

ai? -320, 476, 630, 486, 380, 260, 176. 



(.>S, -6, 17, 38, 47, 35, 20, 

f-'l.c — l, 4, 10, 13, 10; 

(i"S, -66, 192, 373, 452, 387, 2.66, 142, 

(»'«.'•-14, 47, 100, 126, 110, 74, 

l^'q.if-l, 4, 10, 13, 10; 

(<?, -460, 1160, 1945, 2220, 1876, 1266, 735, 390, 

(•ä.i! -98, 281, 516, 614, 633, 363, 216, 

(»{.«•-9, 30, 62, 79, 75, 64; 
<r, -2040, 4164, 6678, 5650, 4402, 2860, 1649, 878, 440, 
i,e -412, 946, 1364, 1388, 1098, 727, 436, 244, 
q,i? -38, 98, 162, 162, 137, 98, 68. 

(i'», - 32, 44, 38, 20, 8, 2, 
H'w.c - 28, 40, 37, 22, 10, 
(iXc*-6, 9, 9, 6; 
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li'u, - 408, 616, 454, 290, 144, 58, 16, 

tt'a,c -308, 398, 370, 261, 146, 68, 

H%,e' - 70, 94, 91, 67, 40, 

li,'a,<f-e, 9, 9, 6; 

).», -2728, 3148, 2674, 1734, 904, 418, 168, 54, 

(«o.e -1772, 2064, 1812, 1262, 722, 372, 174, 

(iw.c" -402, 480, 440, 322, 192, 102, 

pw.c« -42, 64, 64, 46, SO; 

w, -11472, 11616, 9080, 5660, 2944, 1392, 696, 230, 80, 

m,c -6968, 6752, 4442, 2846, 1584, 808, 382, 172, 

w.e' - 1266, 1214, 962, 648, 380, 206, 104, 

»,(!■ -126, 126, 108, 81, 64, 36. 



li'qw -32, 71, 119, 128, 89, 47, 

li'qae - 19, 49, 73, 67, 43, 

ft^^M-C^ — S, 9, 12, 9; 

f,'qw -444, 864, 1288, 1349, 1060, 649, 334, 

ti'qwc -240, 622, 726, 697, 607, 300, 

li'qmc'-U, 107, 146, 134, 90, 

SL^qwe'^3, 9, 12, 9; 

M" -3224, 5540, 7352, 7225, 5498, 3404, 1855, 907, 

liiwc —1664, 2908, 3679, 3404, 2464, 1489, 803, 

liqw(? -296, 699, 756, 691, 603, 311, 

(iSWc'-26, 68, 73, 67, 47; 
}«i - 14904, 21960, 24700, 21416, 14920, 8774, 4660, 2255, 1016, 
«»c -6104, 9140, 9664, 7884, 6290, 3114, 1686, 864, 
qwc' -1084, 1696, 1760, 1418, 970, 699, 356, 
qtoc' -88, 148, 150, 122, 86, 58. 



fi^q.w —9, 27, 36, 27, 15, 

li'q.we -3, 9, 12, 9; 

(i»ä,w -104, 260, 335, 290, 191, 104, 

n'5,»«-34, 86, 109, 94, 62, 

It'q.w^-S, 9, 12, 9; 

Itq.w -660, 1380, 1669, 1424, 936, 535, 275, 

(.{.«.« -212, 443, 632, 450, 293, 167, 

M,«><f -25, 68, 73, 67, 47; 
3,«J -2632, 4276, 4604, 3610, 2194, 1222, 621, 294, 
q.wc -764, 1220, 1230, 932, 690, 339, 180, 
l.wif - 88, 148, 150, 122, 86, 68. 
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(.'s«'. - 18, 27, 27, 18, 9, 

li^iw,c — 15, 18, 15, 9, 

fi'2w,c^ = 3, 3, 2; 

(»'S», - 212, 287, 281, 209, 125, 62, 

(i'S««,« -151, 175, 154, 106, 60, 

(i^SW^c^ — 33, 36, 30, 19, 

fi^qw,<^ = 3, 3,'2; 

(Jir», -1326, 1623, 1507, 1100, 657, 346, 163, 

liqw,e -803, 875, 748, 513, 296', 153, 

Itqw.c' - 175, 184, 154, 106, 63, 

tiqw^e' — 18, 18, 15, 10; 

qu, -6116, 6410, 4504, 3024, 1708, 871, 405, 174, 

qw,c -2366, 2246, 1716, 1094, 617, 321, 156, 

qw,<f -460, 418, 312, 203, 121, 70, 

qw,<? -42, 36, 27, 18, 12. 



It^q^w^ —9, 9, 6, 3, 

(i^SeWeC —3, 3, 2; 

li'q.w, -81, 81, 63, 39, 20, 

li'q,w,c -27, 27, 21, 13, 

li'q.w,(f-S, 3, 2; 

!iq,w, -401, 395, 308, 191, 104, 51, 

liq,w.c -133, 130, 100, 61, 33, 

M,ii>,<f - 18, 18, 15, 10; 
q,w, -1110, 1032, 754, 446, 237, II 
S,w.<! - 334, 292, 204, 122, 67, 34, 
q.tli.c' -42, 36, 27, 18, 12. 

TabeUe. 



Silmmtlifilin l'nndajnentalaahlen der in /esto' Kljeno liogujulun 

ciibischen PiancuiTe mit Spitee. 

liier sind immer alle Bedingungsaymbo 

welche iu Bezug a\if die Bestimmung des Singularitätendraiecks 

dasselbe aussagen. Fmiffdassen sind nur diejenigen Ansiahlen , welche 

sich gemäss der ersten Incidenzformel, alSQ nach der Analogie von 

durch Addition zweier der obigen Anzahlen ergeben. Da l^^g^ = fV^ 
ist, wenn der Strahl (/ in der Ebene (i liegt, so konnte ^y^, q^, 3^ 
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statt ifj, g^j 0e gesetzt werden. Da die in fester Ebene liegende 
cubische Plancurve mit Spitze dual sich selbst entspricht, so konnte 
folgende Anordming für die Zahlem-eihea getroffen ,werden. 

Die einer a-fachen 3edmgiMig nadigesetste i'* Zahl ist die ZaIU 
derjenigen (hrveit, welehe, in fester Eiern Hegend, diese a-fache Be- 
dingimg erfüllm, dcAei durch 8 — a — i in (dieser Ebene gelegene, ge- 
gebene PuMe gellen und i — 1 in dieser Ebene liegende, gegebene Ge- 
rade heiiihren. Dagegen ist die. Zahl, welche einer «-fachen Be- 
dingung als i^ vorangeht, die Zahl der Curven, welche, in fester 
Ebene liegend, diese «-fache Bedingung erfüllen, dabei durch i- 1 
in dieser Ebene liegende, gegebene Punkte gehen und 8 — a-i in 
dieser Ebene liegende, gegebene Gerade bei-ühren. 

Die schon von Maillard und Zeuthen (Lit. 34) bestimmten 
Elementarzahlen /t'v'', f(.*v'''(i,...(i^()'' sind: 

24, 60, 114, 168, 168, 114, 60, 24. 



«; = 12, 42, 96, 168, 186, 13^, 72 ^w, 
v = 66, 123, 177, 168, 105, 51, 18 = ^, 
i/-48, 96, 150, 168, 1S2, 78, 36 =g. 



c" =2, 8,20, 38, 44, 32 =< 

w^ =20, 35, 47, 38, 17, 5 =a', 

■ f =20, 44, 74, 74, 44, 20 ==^'; 

ev =47, 89, 128, 119, 71, 32 =wq, 

cy =32, 62, 92, 92, 62, 32 —W0, 

vy = bQ, 89, 92, 65, 35, 14 — g-a, 
cw^52, 106, 166, 166, 106, 52 = wc, 

«2 = 34, 79, 139, 139, 79, 34 ^qv, 

yz^M, 70, 112, 112, 70, 34 ^sy. 



'i\^A, 10, 19, i 



=', 



.1, 4, 10, 13, 10 - 



"'tl-lO, 19, 28, 23, 7-1'' 

«V -10, 22, 37, 40, •m — w'c, 

v'q -10, 32, 37, 31, lO-äX 

Ä -10, 22, 37, 34, 16-s'ij; 
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c^v _ 9, 18, 27, 27, 18-»'?, 

cV- 6, 12, 18, 18, 12 -wH, 

v'y — ih, 21, 18, 9, 3-5%, 

i''c-17, 27, 36, 27, 9-?"w, 

!/><;-12, 30, 36, 24, 12-«'.», 

j/>5-21, 30,' 27, 15, 6 -»'s, 

»«1/-33, 48, 45, 37, l2-wq!. 



CBV^ 


-3, 


0, 


9, 9 


- 


(C yq 
wyq' 


CS'V 










„y'q, 


c'tl' 










w'l' 


c'qy 
cqif 


-2, 


6, 


0, 4 


- 


wvz' 


eq'y 










wv^s, 


v'f 










g'e' 




-6, 


0, 


3, 1 


= 


q^cs 
qCH^ 


vtv^y 










qr}!,; 


cq'«, 


-4, 
-3 


9, 
9, 


15, 14 
12, 9 


- 


w^yc 
wy'c, 

wv'e, 


v'eq 


-4, 


9. 


16, 11 


= 


q'yv 


vw^q 


-6 


9, 


9, 3 


- 


,'cv 
qcH, 




= 6, 


9, 


9, 4 




ae'y. 


y\s 


-3, 


9, 


12, 7 


= 


i'vy 
sv^y; 


c'tif 


-C, 


9, 


9, 6 


= 


w'e', 


v'q' 


-3> 


9, 


9, 3 


- 


qV, 



cHy -6, 9, 9, 6 = liflqs, 
v'cy - 9, 12, 9, 3 - q'ws, 
y'ci, - 14, 16, 9, 4 .. s'mq. 
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v'c'i ] 








q^W^v 


vHq' 








q'wf 


v^c'l 








qyw^v 


vec<f 
v'eq'- 


-1, 


3 


3- 


qywv' 
q'yv' 


v^0cq 








q'ywv 


te'q' 








qy'v» 


vi^Cq 








qy'av 


A'«- 








W^q^c 


A«.' 








w'qc- 


CSV^W 








wytfc 




-2, 


3, 


"- 


wpqr^ 
w'yc' 


c^svw 








w^yqc 


aV 








wyV 


CS^VW 








wy'qc, 


fvH 








frftl 


yH^^ 








l'qy' 


ywv^z 








scq'y 




-2 


3, 


1* = 




S>»M 








s'eqy 


tiw'.e' 








ee'y' 


sw'v. 








le'qy; 


cüHy 


-2 


3, 


3*- 


w'q's 
iv^yqs 
wyq'l 


cm^y 








wy'qe 


vYc 








q'z'w 


vwy^e 


= 4 


3 


1- 


q^cnw 


vw^yc 








qc'SW, 


y'c'v 








,'w'q 


y^qcv 
yqc'v 


-3 


3 


2- 




yq'cv 








Sv^wq. 



* statt -äi'-sei' Zuhl ist in don UüU. Naoliv, (1875, Maiheft, p, 38ß) e 
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Ist mälich das SinguJaritätendreieck volMtmidig hestiwmt, so giebt 
es eine einsige Curve, welchß dieses Dreieelc als Singulantätendreieeh 
hat unä ausserdem äureh einen g&/Aenen Punht geht, resp~ eine ff&febene 
Gerade berührt 

Dritte Tabelle. 

Sonstige Zahlen, 
(»■t. -932, 1662, 2054, 1931, 1358, 767, 362, 134, 
l^v -6888, 10380, 12382, 11039, 7660, 4348, 2196, 987, 384, 

V -32728, 43096, 44692, 36766, 22864, 12298, C006, 2677, 

1096, 424; 
(!'•' -284, 462, 564, 481, 290, 129, 42, 
liv' -2096, 3008, 3414, 2805, 1730, 846, 363, 129, 

•' - 9880, 12328, 12044, 8810, 4962, 2250, 918, 339, 120; 
Fl, -312, 684, 1146, 1618, 1612, 1182, 744, 396, 
P -2064, 3936, 5736, 6642, 6096, 4584, 2916, 1680, 912, 
J" -240, 604, 804, 1014, 1008, 840, 564. 



(.■»S« - 172, 340, 508, 536, 418, 257, 

l^wqs -1272, 2220, 2960, 2929, 2250, 1412, 776, 

itqi -5912, 8840, 9980, 8640, 6008, 3.642, 1890, 9m; 
ffw.i! -72, 99, 99, 76, 45, 
(iift?ä -468, 575, 561, 416, 257, 138, 

».ä« -1788, 1960, 1672, 1148, 6G0, 343, 165; 
(.'«>,S.«-27, 27, 21, 13, 
(•»,8,2 -136, 135, 108, 69, 38, 

w.q.e -378, 360, 270, 162, 87, 43. 

jt^c^^wv — 4, 6, 5, 
(»c's««' - 26, 36, 33, 26; 
n'«»,» -99, 121, 100, 68, 22, 
It'ewt -496, 700, 741, 569, 326, 136 
li'eltim -244, 277, 217, 124, 52, 
(>'c«i« -280, 616, 734, 715, 510, 280, 
li.'c«ti -456, 706, 732, 661, 322, 1.66, 
li.'eatie - 184, 302, 308, 218, 214. 
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§ 24; 

Anzahlen für ciiliisclie Plaiiciirven mit Poppelpnnkt (Lit. 34]. 

Nach derselben Methode, wie in § 23 die Anzahlen der C/' 
berechnet sind, kann man auch die Anzahlen der cubisehen Flan- 
curve vierten Banges Cg* bestimmen. Da die Methode in § 23 aus- 
führlich erläutert ist, so wird hier diu Mittheilung der Resultate 
genügen. Wir bezeichnen auch hier 

mit (i die Bedingm^, dass die Ebene der C./ durch einen 

gegebenen Punltt gehen soll, 
mit V die Bedingung, dass sie eijie gegebene Gerade schnei- 
den soll, 
mit Q die Bedingung, dass sie eine gegebene Ebene be- 
rühren soll. 
Die Bedingung P, dass sie durch einen gegebenen Punkt gehen 
soll, ergiebt sich dann nach den Incidenzformeln (pag. 40) ans 

P= jtv — B. [i^, 
und die Bedii^ung T, dass sie eine gebene Gerade berühren soll, 
aus 

Was die Singularitäten der C^* angeht, so hozoichnfin wir mit 
b ihren Doppelpunkt, 

p jede ihrer beiden Doppelpunktstangenteii) 
f jede ihrer drei Wendetangenten, 
V jeden ihrer drei Wendepunkte, 

i( jeden der drei Schnittpunkte zweier Wendetangenten, 
s den Weudepunktsatrahl , d. h. den Strahl, auf welchem 
die drei Wendepunkte liegen. 
Demgemäss ist z. B. (pag. 39): 

F=ftfä,-ftV + 3.ft^ 

Von AusaHtmgm der Cg* hat der Verfasser, zum grösseren Theil 
durch homographische Abbildung, zum kleinem Theil durcli Eftck- 
achlüase aus berechneten Anzahlen, die folgenden aufgefunden, 

1. Die schon von Maillard und Zeuthen erkannte Ausartung %. 
Sie besteht aus einem Ordnungakegelachnitt h und einer- Ordnungs- 
geraden a, welche 7c in zwei verschiedenen Punkten schneidet, von 
denen der eine h der Doppelpunkt, der andere e ein zweifacher 
ßangpunkt ist. Der Kegelschnitt h ist natürlich zugleich Rangkegel- 
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sciinitt. Die Kegel sclinitttaiigente in b ist die eine, die Ordnungs- 
gerade die andere Doppelpunktstangente. Die drei Weudefcangenten 
fallen sämmtlich in die Kegelscbnitttangente, welche in e berfihrt, 
so dass die drei Wendepunkte in e coincidiren. 

2. Die auch schon von Maillard und Zeuthen erkannte Aus- 
arpu/ng y hat als Ordnungscurve eine Curve ft dritier Ordmmg dritten 
Bamges. Ihre Tangenten sind die Tangenten dieser Curve und die 
Strahlen des Strahlhüschels, ■welcher seinen Scheitel in der Spitze c 
der Curve hat. Der Doppelpunkt von y fällt mit c und die beiden 
Doppelpunktstangenten mit der Rüekkehrtangente q von h zusam- 
men. Von den drei Wendetai^enten fällt die eine mit der Wende- 
tangente w von k und die beiden ändern fallen mit q zusammen, 
so dass ein Wendepunkt in den Wendepunkt v von h fällt, zwei 
Wendepunkte mit c zusammenfallen und der Wendepunktsatrahl s 
zu der Verbindungsgeraden 2 von c und v wird. Von den drei 
PunktÄi u fallt der eine in c und die beiden andern fallen in den 
Schnittpunkt y von w und q. Man beachte, daas für das Theil- 
gebilde h von y die Bezeichnungen des § 23 beibehalten sind. 

3. Die Ausartung z besteht aus drei Ordnungsgeraden a, welche 
sich in einem vierfachen Rangpunkte e schneiden. Die drei Wende- 
tangenten f, die beiden Doppelpunktstangenten p und der Wende- 
punktsstrahl s sind sechs durch e gehende, untereinander und von 
den Ordnungsgeraden verschiedene Strahlen, so dass der Doppel- 
punkt h, die drei Wendepunkte v und die drei Punkte u ia e coin- 
cidiren. Die ganze Ausartung ist mdlichdmtig bestimmt, sobald fünf 
von dm nmn Strahlen durch e gegeben sind. Bezeichnet man mit 
Og resp. «j die Bedingungen, dass von den Ordnungs geraden zwei 
resp. drei verschiedene, zwei resp. drei gegebene Gerade schneiden, 
und bezeichnet man femer mit ^ resp. f^ die analogen Bedingungen 
für die drei Wendetangenten, so kann man die Stammmhlen in 
folgender Weise angeben; 

Tfi^e^ötj/a = 9, T^^e^a^fi = 9, 
Tfi^ea^fg -=27, Tji.er'a^fs ^54. 

4. Die Ausartuttg S hat folgende Definition, d besteht aus einer 
einfachen Ordnungsgeraden a und einer zweifachen Ordnungsgeraden 
g, welche sich in einem dreifachen Rai^punbte e schneiden. Auf 
g liegt ein einfacher Rangpunkt d. Die drei Wendetangenten f, 
die beiden Doppelpunktstangenten p imd die Wendepunktsgerade s 
sind sechs Strahlen durch e, welche unter einander und von a und 
g verschieden sind, so dass ?>, die drei v und die drei m in /^ eoinci- 

SahubEit, Ealkill dar sbiKlileudea ßeometHo. 10 
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diren. Das ganze, Straklmoctupel durch e ist mdlichämtig hesümmi, 
sobald vier von den acht Strahlen gegeben sind. Diese Lagebeziehui^ 
wird durch gewisse Stammzahlen ckarakterisirt, von denen der Ver- 
fasser die folgenden bestimmt hat. /^^ und f^ haben dieselbe Be- 
deutung wie bei t.- 

d!t^e^agf2 = 5j öfi^e'gf^^l, Sfi?e^af^^A^ df'eagf.^ = l, 

üfie^agfg = 16. 

5. Die Ätisarhmg t, besteht aus einer dreifachen Ordnungs- 
geraden g, auf welcher zwei zweifache Rai^punkte liegen, von denen 
der eine zugleich Doppelpunkt ist. Letzterer soll daher &, der 
andere Rangpunkt e heissen. Durch b gehen die beiden Doppel- 
punktatangenten p und zwei Wendetangenten f, welche vier Strahlen 
unter einander und von g verschieden sind, so dass im Punkte b 
zugleich zwei Punkte v und ein Punkt M liegen. Die dritte Wende- 
tangente geht durch e und ist von g verschieden, so daas d<^ dritte 
Punkt V mit e coincidirt. Diese dritte Wendetangente schneidet die 
beiden anderen in den beiden anderen Punkten u. Der Strahl s 
coincidirt mit g. Das dwck b gehende Strahlenguintupel ist endlich- 
detttig bestimmt, sobald drei von den fünf Strahlen gegeben sind, und 
swar einäetttig, wenn g mid die beiden f gegeben sind. 

6. Die Atisartung x besteht aus einer zweifachen Ordnui^s- 
geraden g und einer einfachen Ordnui^sgeraden a, welche sich in 
einem vierfachen Rangpunkte e schneiden. Der Doppelpunkt b ist 
ein von e verschiedener Funkt auf g, so dass die beiden Doppel- 
punktstangenten p mit g coincidiren. Die drei Wendetangenten f 
mid die Wendepunkts gerade s sind vier durch e gehende, unter ein- 
ander und von a und g verschiedene Strahlen, so dass die drei 
Punkte V und die drei Punkte tt in e coincidiren. Das Sirahlen- 
sextupel durch e ist endlichdmtig bestimmt, sobald vier von den sechs 
Strahlen gegeben sind, und zwar ist, wenn /g und fg dieselbe Be- 
deutung wie bei S haben, genau wie dort: 

xn^e^agf^^S, x(i^e^gfg = 1, xii''e^afg = 4, x^^eagfg = 7. 

7. Die Ausartung £' besteht aus einer dreifachen Ordnni^s- 
geraden g, auf welcher zwei zweifache Rangpunkte e und e" liegen. 
Durch e geht eine nicht mit g zusammenfallende Wendetangente, 
ebenso durch e'. Die dritte Wendetangente fallt mit g zusammen, 
ihr Wendepunkt ist ein von e und e' verschiedener Punkt auf g; 
die beiden anderen Wendepunkte müssen mit e und e' coincidiren, 
ebenso zwei von den drei Punkten j*. - Der Doppelpunkt b ist ein 
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von den drei übrigen ausgezeichneten Punkten verschiedener Punkt 
auf g, so dass die beiden Doppelpunktstangenten mit g coincidiren. 
Dos PwMÄfgiwK&^eZ mif g ist endlicMmUg bestimmt, wenn von den 
vier Pulsten drei gegeben sind, und ^war eindeutig, sowohl wetm e, 
^, b, wie <mch^ wenn e, d, v gegeben smd. 

8. Die Ausari^mg e besteht aus einer dreifachen Orduungs- 
geraden g, auf welcher vier einfache Rangpunkte d liegen. Die 
drei Wendepunkte v, die drei Punkte ii und der Doppelpunkt b sind 
sieben unter einander und von den vier Rangpunkten d verschiedene 
Punkte, so dass die drei f, die beiden p und der Strahl s mit g 
coincidiren. Die elf auf g liegenden Punkte sind in ihrer Lage der- 
arUg von einander abhängig, dass ihre Gesofnmtkeit endliehdeutig be- 
stimmt ist, sobald fünf von ihnen gegeben sind. Von den Zahlen, 
Vfelche diese Abhäa^igkeit eharakterisiren, hat der Verfasser nur 
die folgenden bestimmt, d^ resp. d^ bezeichne, dass von den vier 
Rangpünkten drei resp. vier verschiedene auf gegebenen Ebenen 
liegen sollen. 
sfi^gedib^ 12, Eft^j/erf^v^ 12, £ii^gedghv = 18, iii^gd^bv=60. 

d. Die Ausartung & besteht aus einer einfachen Ordnui^s- 
geradcn a und einer zweifachen Ordnungsgeraden g, welche sich in 
einem zweifachen Rangpunkte e schneiden. Auf g liegen zwei ein- 
fache ßangpunkte d, die drei Punkte v, die drei Punkte u und der 
Doppelpunkt b, so dass in g die drei f, die beiden p xmd s coinci- 
diren. Die sekn auf g liegenden Punkte sind in ihrer Lage derartig 
von einander abhängig, dass ihre Gesammtheü endlicMeutig besUmmi 
ist, wenn vier von ihnen gegeben sind. Von den Zahlen, welche diese 
Abhär^igkeit charakterisiren, hat der Verfasser die folgenden be- 
stimmt, (4 resp. dj bezeichne, dass jeder der beiden einfachen Rang- 
punkte resp. dass einer von ihnen auf einer gegebenen Ebene liege. 
&fi^gted^h = l, &^^geed^v=^2, ^(i?geedjbv = 2, 
Qji^ggd^bv^ 1, &ii^gedgbv~5. 

10, Die Ausartung tf besteht aus einer dreifachen Ordnungs- 
geraden g, auf welcher eiu doppelter Rangpunkt e und zwei ein- 
fache Rangpuntte d liegen. Durch e geht eine nicht mit g zu- 
sammenfallende Wendetangente, so dass in e ein Wendepunkt liegt. 
Die beiden anderen Wendepunkte sind awei von den Rai^punkten 
verschiedene Punkte auf g, ao dass in g zwei Wendetangenten co- 
incidiren. Von den drei Punkten u fallen also zwei in e und einer 
liegt auf g, verschieden von den anderen ausgezeichneten Punkten. 

10* 
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Äueh der Doppelpunkt liegt auf g, ohne mit einem der eben er- 
wähnten Punkte •£ü. eoiiicidiren. Hiemacli müssen aucli der Strahl 
s und die beiden p mit g coincidiren. Die mim ausgezeichneten 
Funkte liegen auf g derartig, dass ihre Gesammtheit durch vier von 
ihnen e/ndlichdeiMg bestimmt wird, s. B. dreidetiiig, wenn der doppelte 
Sangpunkt, die beiden einfachen B^amgpu^te und de^ Doppelpunkt ge- 
geben ist, 

11. Die Ausartung S' besteht aus einer einfachen Ordnungs- 
geraden a und einer doppelten Ordnungs geraden 3, welche sich in 
einem dreifachen Rangpunkte e achneiden. Ausserdem liegen auf g, 
getrennt von einander, der einfache Eangpunkt d, der Doppelpunkt 
b, einer der drei Punkte u und ein Punkt v^, welcher zwei Wende- 
punkte in sich vereinigt, so dass in g zwei Wendetangenten coinci- 
diren. Die dritte Wendetangente coincidirt mit a und ihr Wende- 
punkt V ist ein von e verschiedener Pimkt auf ihr. Die beiden p 
fallen mit g, die beiden anderen u mit e zusammen. Der Strahl s 
verbindet v^ mit v. Die Gesammtheit der fünf auf g Hegenden aus- 
geseichneten Punkte wird durch drei von ihnen endliclideutig bestimmt, 
s. B. eindeutig, wenn e, d, b, v gegeben ist. 

12. Die Ausarkmg i/? besteht aus drei einfachen, sich in drei 
verschiedenen Punkten schneidenden Ordnungsgeraden, Von diesen 
drei Schnittpunkten sind zwei zweifache ßangpunkte, sie mögen e 
und e' heissen, der di-itte Schnittpunkt ist der Doppelpunkt 7>, so 
dass die beiden p in die beiden b anliegenden Ordnungsgeraden 
fallen. Auf der dritten, e und e' verbindenden Ordnungsgeraden g 
liegen getrennt von einander die drei Punkte v und die drei Punkte 
u, eo dass sowohl die drei f, als auch der Strahl s mit g coinci- 
diren. Die Gesammthdt der acht auf g liegenden Ptmhte ist durch 
drei von ihnen endlichdeutig bestimmt, z. S. eindeutig, wenn e, e* imd 
einer der drm Punkte v gegeben ist. 

13. Die, Ausartung ij besteht aus einer dreifachen Ordnui^s- 
geraden g, auf welcher ein zweifacher Bangpunkt e, zwei einfache 
Rangpunkte d und ein Wendepnnltfc v liegen, so dass eine Wende- 
tangente mit g zusammenfallt. Die beiden anderen Wendetangenten 
und die beiden Doppelpunktstaiigenten sind Strahlen durch e, so 
dass in e der Doppelpunkt, zwei Wendepunkte und die drei Punkte 
u vereinigt liegen. Der Wendepunkts strahl s coincidirt also mit g. 
Das ganze Gebilde ist eindeutig bestimmt, ivenn die Lage der Ordnungs- 
geraden, der Pangpunkte tcnd der beiden nicht mit g coincidirende^i 
Wendeiangenten geg^en ist. 
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Jedes der eben für die 13 Ausartungen angegebenen Symbole 
bezeickiiet zugleieh die einfaeKe Bedingung, welche eine Cg* dadurch 
erfüllt, dasa sie in der beecliriebenen Weise ausartet. Die mit den- 
selben Buchstaben bezeichneten, also nur durch das Stricheln der- 
selben unterschiedenen Ausartungen, stimmen im Ort ihrer Punkte 
und ihrer Tangenten genau Überein. Diejenigen Systeme, zu deren 
Bestimmung ausser den Bedingungen ft, v, q mir Wendetaiigenten- 
bedingungen gegeben sind, enthalten von den 13 Ausartungen nur 
folgende sechs: 

%, y, ■^, ^> n, t 

Die besprochenen 13 Ausartungen sind ferner die einzigen, 
welche in solchen einstufigen Systemen vorkommen, aus -denen die 
unten zusammengestellten Anzahlen hervorgehen kpnnen. Für solche 
Systeme hat der Verfasser 23 Formeln abgeleitet, welche die 13 
Ausai-tiuigsbedii^ngen einerseits mit den neun Bedingungen 

II, V, Q, b, f, p, V, u, s 
andererseits verbinden. Wir lassen die 23 Formeln hier folgen, 
führen aber von den 13 Ausartungsbedingungen nur x ^^^ V ^in, 
und fassen die übrigen 11, der Kürze wegen, durch Symbole « zu- 
sammen. Zur Erläuterung der Entstehung dieser Formeln geben 
wir nur an, welche Coincidert^m bei jeder Formel gesucht werden, 
und denken uns bei diesen Angaben die Ebene des vorausgesetzten 
einstufigen Ourveiisystems als fest. 

Formeltabelle für die G^\ 

1. Die Bestimmung der Zahl der Curven, bei dejien der Dfippcl- 
punkt b auf einer Wendetangente f liegt, giebt: 

5i + f=3(i + 3y + a,. 

2. Die Bestimmung der Zahl der CuiTen, hei denen ein v auf 
einem ^ liegt, giebt: 

2v + Bp=Q(t + i-\-&'y + a^. 

3. Die Bestimmung der Zahl der Curven, bei denen (iiu k auf 
einem ß liegt, giebt: 

4. Die Bestimmui^ der Zahl der Curven, bei denen b auf s 
liegt, giebt: 

5. Die Bestimmung der Zahl der Curven, bei denen ein u auf 
s liegt, giebt: 

3.' + M = 3(t + 2x + y-|-%. 
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6. Die Bestimmung der Zahl der Curven, bei denen von deu 
Schnittpunkten mit einer beliebigen Geraden zwei zusammeniallen, 
giebt: 

7. Die Bestimmung der Zahl der Curven, bei denen von den 
vier Tangenten aus einem beliebigen Punkte zwei zusammenfallen, 
siebt: 

8. Die Bestimmung der Zahl der Curven, bei denen zwei 
Wendetangonten zusammenfallen, gieht:- 

9. Die Bestimmung der Zahl der Curven, bei denen zwei 
Wendepunkte zusammenfallen, giebt: 

4« = 6s + 2z + 3]' + %. 

10. Die Bestimmur^ der Zahl der Curven, bei denen zwei 
Eckpunkte des Wendetangentendreiseits zusammenfallen, giebt: 

4M = 2/'+2z + y + aio. 

11. Die Bestimmung der Zahl der Cui"ven, hei denen die beiden 
Doppelpunktstangenten zusammenfallen, giebt; 

2j) = 2.« + 26 + 7 + «n. 



12. Die Bestimmung der Zahl der Curven, bei denen von den 
Tangenten aus einem beliebigen Punkte eine durch den Doppel- 
punkt geht, giebt: 

13. Die Bestimmung der Zahl der Curven, bei denen von den 
Schnittpunkten mit einer beliebigen Geraden einer auieiner Wende- 
tangente Hegt, giebt; 

Sv + Sf=9it + Sv + a,,. 

14. Die Bestimmung der Zahl der Curven, hei denen von den 
Schnittpunkten mit einer beliebigen Geraden einer auf einer Doppel- 
punktstangente liegt, giebt: 

2-t> + 3i) = 6^ + 6&-!-z + «,i. 

15. Die Bestimmung der Zahl der Curven, bei denen von den 
Tangenten aus einem beliebigen Punkte eine einen Punkt u ent- 
hält, giebt: 

Bp + 4« -4X + 2/-1- ;- + «„. 
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16. Die Bestimmung der Zahl der Curven, bei denen von den 
Sciinittpuiikten mit einer beliebigen Gferaden einer auf der Wende- 
punktsgeraden s liegt, giebt: 

17. Die Bestimmung der Zahl der Curven, bei denen der 
Strahl s mit einem Strahl f znsanunenföllt, giebt: 



18. Die Bestimmung der Zahl der Curven, bei denen auf einer 
aus einem beliebigen Punkte gezogenen Tangente der Beriihrungs- 
punkt mit dem dritten Schnittpunkte zusammenfällt, giebt: 

e-|-3v = 4(i-|-/-|-i> + «.s- 

19. Die Bestimmung der Zahl der Curven, bei denen auf der 
Verbindungsgeraden eines beliebigen Punktes mit dem Doppelpimkte 
dieser letztere mit dem dritten Schnittpunkte zusammenfällt, giebt: 

20. Die Bestimmung der Zahl der Curven, bei denen die Tan- 
gente eines auf einer beliebigen Geraden erzeugten Schnittpunktes 
mit einer der beiden andern von diesem Schnittpunkte ausgehenden 
Tangenten zusammenfällt, giebt; 

21. Die Bestimmung der Zahl der Curven, bei denen eine 
W^endetangente nusaramenfällt mit einer der beiden andern Tau- 
genten, die von dem Schnittpunkte der Wendetangente und einer 
beliebigen Geraden ausgehen, giebt: 

2/-+3p = 6(t-f2^ + 2x + ßai. 

22. Die Bestimmung der Zahl der Curven, bei denen die beiden 
anderswo berührenden Tangenten, welche von einem Schnittpunkte 
mit einer beKebigen Geraden ausgehen, zusammenfallen, giebt: 

23. Die BestimmuE^ der Zahl der Curven, bei denen die 
beiden, von dem Schnittpunkte einer Wendetangente mit einer be- 
liebigen Geraden ausgehenden und von dieser Wendetar^ente ver- 
schiedenen Tangenten zusammenfallen, giebt; 



Wie die 23 Symbole ß von den oben deflnirten A 
imgen abhängen, mögen die folgenden drei Beispiele verdeutlichen: 
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«, ~ 3.t + 3.« + 2.g+l.S' + 3.« + 3.» 

+ 0.* + l.«'H-2.,' + 0.«, 
o, -12.t + 6.ä + 3.g+6.5' + 0.E+l.» 

+ 2.i^ + 2.d' + 3.jj'+ 12. K, 

+ 0.i(. + 0.ä'+0.t;' + 0.)(. 
Aus diesen 23 Formeln erhält man mit 15 Bestätigungen iieht 
Hauptformeln, welche jede der acht Bedingungen 

als Function von ''' ''' ' '> "> ' > 

IL, v, e und t, ä, g, £', £, &, ^, d', ^\ n 
darstellen. Diese acht Hauptformeln sind: 

1) 3(<-2i/-2;[+6r + 3ä 

2) 2k-4^_7+2. + 2« + 6)iH-2S 

+ 4£' + 4£ + 2*+lö' + 4r/ + 2«, 

3) 2..^1l)--3^_6+ie( + 3, + 5 

+ 3S' + 3« + 19 + .i«' + 3,'+l», 

4) |p_/' + 3» + }* + 2, + U 

+ 2g' + 4«' + l,'H-3«, 
.>-,)3...-l5 -4(.-))+lr + }« + 6, + 2S 

+ 4g' + 4. + l» + iä'+4,'+l>i, 

6) » + |?-3p-»+3r + t« + 3,+ U 

+ 3g' + 3e + 2»+l* + }c!' + 3ii' + 3a, 

7) ä(,--,a_t.+2i + lä+l, + li; 

+ 2g'+li+ l»+l* + i«'+lrj' + 2«, 

8) iQ-S+U + iä 

+ 1«' + !«. 
Mit Hilfe dieser Formeln kaim man zu sehr vielen Anzahlen 
der (7j* gelangen, vorausgesetzt, daas für sehr viele Systeme die 
dreizehn Ansartungsanzahlen berechnet vorliegen. Die Berechnung 
der Ausartungssymhole geschieht nach derselben Methode wie bei 
der Cg^ in § 23. Man braucht dazu bei den j- enthaltenden Sym- 
bolen die Anzahlen des § 23, bei den x enthaltenden Symbolen die 
Arjzalden des § 20; z. B. 

wo die Bedingungen v, p, c rechts vom Gleichheitszeichen auf die- 
jenige cubische Plancurve mit Spitze zu beziehen sind, welche als 
Theilgebilde der Ausartung y auftritt. Also ist 

r» V- 43104 -f 4, . 26560 -I- 4, . 4592 + 4, . 264 
- 173952. 
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J?emer ist %v^if* = %(n-\-a)^(T-^2ey, wo n, a, r, e auf den 
Kegelachnitt von ^ zu beziehen sindj und n resp. r bedeuten, dass 
derselbe eine gegebene Gerade schneide resp. eine gegebene Ebene 
berühre. Demnach ergiebt sich aus den Zahlen des § 20; 
j„«(,"_ 153984. 

Es folgen nun einige Tabellen von Ättmrtttngsanmhlm , und 
zwar namentlich von solchen, aus denen die vom Verfasser berech- 
neten, auf die Cg* bezüglichen Anzahlen hervorgehen. In jede^ 
Eähe bemchmt die einer a-fachen Sedm^ung nachgesetete i" Zahl die 
Ansahl derjenigen Ämartungen, welche diese Bedingmig erfüllen, i—l 
gegd)eiie Ebenen herükren und ll^a-i gegebene Gerade schneiden. 

Tabelle von Zahlen j. 
ült' - 42, 114, 260, 480, 588, 422, 144, 0. 
If' - 672, 1652, 3424, 6840, 7264, 6462, 3952, 1344, 0. 
j(i - 6640, 12668, 23632, 36864, 44040, 39820, 26968, 

13462, 4224, 0. 
l - 31320, 62160, 103328, 141792, 153984, 130960, 86560, 

44088, 16072, 3984, 0. 
tf>! - 171, 390, 720, 882, 633, 216, 0. 
I^V - 2478, 6136, 8760, 10896, 9678, 5928, 2016, 0. 
111.1 - 18862, 35448, 65296, 66060, 69730, 40452, 20178, 

6336, 0. 
If - 93240, 160992, 212688, 230976, 196440, 129840, 

66132, 24108, 5976, 0. 
X,«V, - 60, 108, 126, 87, 27, 0. 
Xli'f, - 777, 1290, 1536, 1320, 783, 252, 0. 
Ifif, - 6292, 8034, 9240, 8118, 6364, 2692, 774, 0. 
X/; - 22860, 30492, 32064, 26680, 17154, 8460, 2922, 684, 0. 
W'ef- — 12, 18, 12, 3, 0. 
X/i'ef, - 165, 240, 216, 126, 36, 0. 
Xlief, - 1128, 1600, 1368, 888, 405, 108, 0. 
xef, - 4662, 6334, 4600, 2832, 1314, 402, 84, 0. 
xp,'eb' - 6, 12, 20, 33, 36. 
Xli'iv - 87, 168, 312, 420, 330, 132. 
Xf'b'v - 18, 36, 72, 108, 108. 
Xlt'bo, - 18, 30, 48, 36, 12. 
XI^Vv,— 3, 6, 12, 12. 
Xii'p - 69, 212, 492, 894, 1115, 894, 432. 
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Tabelle von Zahlen y. 
r(i' - 24, 12, 200, 480, 960, 1424, 1512, 1200. 
7^' _ 384, 1040, 2592, 6600, 10240, 14744, 17440, 16512, 

12800. 
ff. - 3216, 7872, 17600, 34112, 66320, 76896, 87152, 83520, 

70032, 52320. 
r - mm, 38560, 76072, 124800, 173962, 203840, 204320, 

179712, 142720, 106S12, 76520. 
rit'f, - 42, 108, 218, 312, 324, 252. 
ye-'f, - 540, 1236, 2256, 3216, 3672, 3420, 2616. 
•/Itf. - 3648, 7416, 12216, 16368, 18216, 17208, 14256, 10636. 
rf, - 16662, 26736, 37066, 42816, 42336, 36792, 28896, 

21096, 14976. 
ri^'f - 180, 604, 1188, 1962, 2214, 1800. 
rli'P - 2592, 6480, 13728, 22284, 27864, 27432, 21600. 
yfif - 19440, 43392, 82200, 124932, 152748, 163900, 132732, 



rP - 93312, 180000, 289632, 383520, 420408, 390312, 317880, 

236962, 169920. 
rf,'hf, - 30, 64, 76, 75, 64. 
rii'bf, - 336, 664, 780, 873, 792, 676. 
riiif. - 1968, 3036, 3966, 4344, 4032, 3268, 2316. 
rif, - 6792, 8976, 10116, 9798, 8316, 6342, 4476, 3096. 
CcY.f. - 36, 48, 48, 36. 
rf'f.f - 64, 144, 240, 270, 216, 
ff'bf - 66, 168, 342, 607, 628, 396. 
rit'Vf, - 6, 9, 9, 6. 
rf'Kfr- 12, 12, 8. 
rit'Vf,f- 6, 6, 4. 

yli'to - 51, 114, 204, 276, 267, 186. 
rli't'v _ 9, 18, 27, 27, 18. 
ff-'U, - 15, 30, 48, 64, 46. 
riiVv,- 3, 6, 9, 9. 
riiff - 162, 216, 316, 162. 
rff - 1188, 1260, 1044, 766, ,622. 

Tabelle von ZaMen t. 
]t(i»P - 16, 24, 16, 0, 0, 0. 
Itjt'P — 180, 260, 192, 64, 0, 0, 0. 
jip/' - 1120, 1440, 1040, 384, 0, 0, 0, 0. 
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Virnililen 


[hii-cli 


Aus 


M-tungen. 


15Ö 


r'/" 


- 4200, 4480, 2880, 


960, 0, 


0, 0, 


0, 


0. 




.(.'/;• 


- », ö, O- 












"*? 


- 81, 0, 0, 0. 














- 297, 0, 0, 0, 0. 














Bezeichnet f^ 


die Bedingur 


'g, 


dass von den drei 




Weudetangeaten 


auf I 


jede 


eine gegebene 


Gerade 




sclmeide, so hat 


man: 










'V-% 


- 135, 216, 144, 0, 


0. Femer ist 








.(."ff 


- 9, 0, 0, 












«cY/ 


- 54, 36, 0, 0, 0. 












'fY.Y 


- 9, 0, 0. 












.p'SY» 


- 9, 0, 0, 0. 












TF-6Y' 


- 108, 36, 0, 0, 0. 












T^6Y' 


- 585, 216, 0, 0, 0, 


0. 










zh'f 


- 1620, 540, 0, 0, 


i, 0, 0. 










Xf.'Vf' 


- 9, 0, 0, 0. 












,i^vr 


- 54, 0, 0, 0, 0. 












rWf 


- 135, 0, 0, 0, 0, 0, 












,p,'Vf' 


- 9, 0, 0. 












tl^Vf' 


- 81, 0, 0, 












.wp 


- 297, 0, 0, 0, 0. 













id>'/' - 0, 24, 114, 163, 54, 0. 

^t^'f _ 0, 240, 976, 1374, 1032, 360, 0. 

lltif _ 0, 1240, 4300, 6890, 4632, 1890, 540, 0. 

iSf - 0, 3360, 8320, 9640, 6552, 2340, 540, 0, 0. 

iSli'ef — 0, 18, 29, 9, 0. 

^Sfi'tf- 0, 152, 260, 203, 66, 0. 

iifief — 0, 660, 1106, 908, 342, 90, 0. 

iSef ■ — 0, 1240, 1780, 1266, 420, 90, 0, 0. 

JäfiV/»- 0, 4, 1, 0. 

iä(.V/'- 0, 36, 34, 10, 0. 

ii»(ie>/'- 0, 162, 162, 61, 12, 0. 

\s^f - 0, 240, 208, 62, 12, 0, 0. 

«(lY." - 0, 6, 1. 

«rt» - 0, 72, 18, 1. 

Sff - 0, 234, 63, 12, 0. 

Sii'f.f _ 0, 54, 87, 27, 0. 
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«C'/'X - 0, 12, 3, 0. 

'l^'fM- 0, 6, 1. 

*>'/> - 0, 72, 243, 243, 54. 



Tabelle i 

nii'f - 0, 0, 0, 64, 144, 150. 

^^V' - 0, 0, 0, 324, 864, 1260, 1200. 

riii,f - 0, 0, 0, 972, 2592, 3780, 3600, 2940. 

ni^ - 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0. 

ijenY' - 0, 0, 9, 27, 27. 

ijv'f - 0, 0, 64, 162, 246, 230. 

rie^f — 0, 0, 162, 486, 738, 690, 560 

ri(?f?P- 0, 0, 3, 3. 

i)e>>/'- 0, 0, 18, S6, 34. 

,<J)./' _ 0, 0, 64, 108, 102, 80. 

)!(«'/;' - 0, 0, 3. 

m^fii _ 0, 0, 18, 18. 

iff - 0, 0, 27, 27, 21. 

iic7. - 0, 0, 0, 54, 144. 









Tabelle von Zahlen f. 




Kc'f 


-0, 





36, 72, 48. 




Uf-'f 


-0, 





216, 432, 480, 320. 




Her 


- 0, 





648, 1296, 1440, 960 


640. 


ur 


- 0, 





0, 0, 0, 0, 0, 0. 




iSc'ff 


-3, 


2 






IScY." 


- 18 


, 18, 12. 




Hrff 


- 54 


, 54, 36, 24. 




tf'fff 


_ 18 


, 30, 20. 




»Wf- 6, 


4 






ScY.'s 


- 3. 








if'vff 


- 3. 










Tabell 


von sonstigen AiisaJ-Uuigszahlen 


ri«(»'* 


- 0. 





0, 0, 9, 30, 45. 




Et)?hv 


- "i 





0, 162, 504, 690. 




tl^'Vv 


-0, 





0, 54, 156. 




Eft'^lVg 


-0, 





0, 64, 132. 




EV?Vv, 


= 0, 





0, 18. 




ifV 


- ", 





0, 0, 108, 360. 
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*fi.=d ^ 0, 0, 24, 126, 219, 150, 0. 

»(iHv = 0, 48, 198, 321, 213, 0. 

&H^hH = 0, 12, 49, 57, 0. 

»a^hvg = 0, 12, 48, 51, 0. 

»li^bf == 0, 0, 18, 99, 144, 0. 

.5^36,, = 0, 24, 114, 153, 54, 0. 

ä'fi^bvg ^ 0, 12, 52, 81, 54. 
d'n^^P^= 0, 4, 19, 36. 

^ii^bv =30, 84, 132,. 168, 9G, 0. 

^H^h^v = 6, 18, 36, 48, 48. 

^(täfcjj^ = 12, 30, 52, 48, 0. 

ffi^hH^ ^ 3, 8, 16, 24. 

^li'hff = 3. 

Mit Hilfe dieser Ausartungsanzahleii bestimmte der Verfasser 
alle diejenigen Änzalilen der C^*, welche man nöthig hat, um zu 
Anzahlen ßir die cvbische Jtaunuiurve (§ 25) zu gelangen. Von 
sonstigen Anzahlen der C^* hat der Verfasser nur wenige berechnet, 
und dieae hauptsächlich nur, um sich über die Eigenschaften ge- 
wisser Ausartungen der C^* a poateriori Keimtnisa zu verschaffen, 
z. B. der Ausartungen e und *. Diese sonstigen Anzahlen, welche 
man zur Berechnung der Elementar zahlen der enbischen Eaumcurve 
nicht nöthig hat, sind in der zweiten der folgenden Tabellen zu- 
sammengestellt. Dort ist auch die Bedingung p^ mit berücksichtigt, 
welche ausspricht, dass die Cg* eine gegebene Ebene auf einer ge- 
gebenen Geranien berühre. Die Anordnung der Zahlen in diesen Ta- 
bellen ist im Einklang mit der Anordnung in den früheren Tabellen. 
Jede emer a-fachen Bediiigung nachffesetsie i'^ ZaM bedeutet also die An- 
sakl derjenigen Ckwmn Cg*, welche diese a-fachm Bedingungen erfüllen, 
i — 1 gegebene Ebenen herüJtren und 12—a — i gegebene Gerade schneiden. 

Tabelle I. 
DiQ Eleiiientarzahlen und clie Wendetimgentenanzahlen der C^'. 

(i3 = 12, 36, 100, 240, 480, 712, 756, 600, 400. 

(1^ = 216, 592, 1496, 3280, 6080, 8896, 10232, 9456, 7200, 4800. 

ft -2040, 5120, 11792, 23616,40320,56240,64040,60672,49410, 
35760, 23840. 
Die Zahlen v", v^°Q, v^p^.-.p" sind: 

12960, 29520, 61120, 109632, 167616, 214400, 230240, 
211200, 170192, 124176, 85440, 56960. 
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(»Y - 54, 150, 360, 720, 1068, 1134, 900, 600. 
(lY - 888, 2244, 4920, 9120, 13344, 15348, 14184, 10800, 7200. 
(i/ - 7680, 17688, 36424, 60480, 84360, 96060, 91008, 74124, 
63640, 35760. 
f - 44280, 91680, 164448, 261424, 321600, 345360, 310800, 
265288, 186264, 128160, 86440. 
f'f, - 21, 64, 108, 156, 162, 126, 84 
p,'f, - 312, 726, 1344, 1920, 2160, 1962, 1476, 984 
f.f, - 2448, 5160, 8796, 12024, 13428, 12628, 10080, 7236, 4824. 
/. - 12672, 23688, 36120, 46466, 48024, 43452, 34608, 2.5020, 
17136, 11424. 

fi'f - 226, 640, 1080, 1602, 1701, 1350, 900. 
p?f> _ 3366, 7380, 13680, 20016, 23022, 21276, 16200, 10800. 
ff - 26532, 63136, 90720, 126540, 144090, 136512, 111186, 
80460, 63640. 

P - 137620, 246672, 377136, 482400, 618040, 476200, 382932, 
279396, 192240, 128160 
f-'ff. - 81, 162, 234, 243, 189, 126. 
(lYft - 1089, 2016, 2880, 3240, 2943, 2214, 1476. 
fff. - 7740, 13194, 18036, 20142, 18792, 16120, 10864, 7236, 

ff, — 36532, 54180, 68184, 72030, 66178, 51912, 37.630, 26704, 
17136. 
pY," - 27, 36, 30, 27, 18. 
HY.' ~ 324, 432, 468, 414, 306, 204. 
Ii.f,' - 2061, 2664, 2880, 2628, 2079, 1476, 984 

f,' - 8226, 9936, 10224, 9072, 7110, 6076, 3466, 2304. 



f?f _ 405, 864, 1468, 1756, 1494, 1060. 
pY' - 021O, 12420, 20448, 25974, 26642, 20160, 13800. 
I^f - 49464, 91620, 142380, 177318, 178740, 160714, 111060, 
74580. 

f - 266608, 429624, 608400, 707760, 083316, 563868, 410004, 
288360, 192240. 
nYV.- 81, 162, 216, 189, 136. 
nYY.- 1269, 2340, 3160, 3177, 2632, 1754. 
ff'f, - 10071, 17004, 22320, 23130, 19666, 14496, 9764 

ff, — 61030, 77266, 93664, 92070, 75978, 66890, 38656, 27604 
f?ff,' - 27, 36, 30, 21. 
(lYff - ^4, 432, 4.32, .342, 238, 
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itfff - 2241, 2988, 3160, 2673, 1956, 13)6. 

ff.' - 10044, 12636, 12672, 10386, 7660, 6184, 3466. 

f,'f,' _ 9, 6, 4. 

Ii'ff - 81, 72, 54, 37. 

Itff - 486, 486, 396, 282, 189. 

f," - 1863, 1836, 1458, 1035, 702, 468. 



Ii'f' - 405, 864, 1188, 1063, 766. 

p'f - 7290, 14364, 21096, 23004, 19080, 13440. 

^f _ 65450, 114840, 166168, 186498, 169398, 130230, 89520. 

f - 349596, 568080, 760680, 822132, 732864, 666066, 401220, 
281520. 
p'f - 405, 540, 450, 315. 
^Y» - 7290, 12420, 15120, 12960, 9240 
ßf - 66690, 114840, 149400, 149400, 120300, 84490. 

f - 382320, 616680, 776880, 776800, 642240, 475320, .326780. 
iff - 136, 90, 60. 
Ii'f - 6670, 7020, 5760, 4020. 
^f _ 61830, 90540, 99720, 82800, 68620. 

f - 382320, 568080, 647280, 583560, 450720, 314.520 
f,'r - 1890, 1260, 840. 
liP - 41680, 47880, 38640, 26880. 

P - 328860, 416800, 408240, 325080, 227920 
ßP - 13860, 9240, 6160. 

P - 196560, 206640, 162960, 112840. 

P - 66620, 43680, 29120. 

Wegen der Anwendung bei der cubischen Eaunicurve mögen 
noch die Zahlen jiP, P, P' hier Platz finden, welche aus den 
Elementarzahlen durch die Formel: 

P-(i»-3(r' 
reaulfciren. 
fiP _ 180, 484, 1196, 2560, 4640, 0760, 7964, 7656, 6000. 

P - 1392. 3344, 7304, 13776, 22080, 29562, 33344, 32304, 27816, 
21360. 

P'- 144, 376, 896, 1840, 3200, 4624, 5B96, 6856. 

TabeUe II. 

Sonstige Anniililen der O,^ 
ji'S - 6, 22, 80, 240, 604, 1046, 1212, 1000. 
Ii'p - 18, 58, ISO, 480, 1084, 1768, 1968, 1600. 
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(i'ii - 66, 186, 460, 960, 1648, 1846, 1656, 1200. 

(.'« _ 54, 160, 360, 720, 1068, 1134, 900, 600, 

(i's - 18, 50, 120, 240, 366, 378, 300, 200. 

^•i," _ 1, 4, 16, 62, 142, 256, 304. 

fi"«, - 18, 60, 120, 240, 356, 378, 300. 

(•■j). - 5, 18, 64, 188, 354, 430, 368. 

^•s. - 25, 60, 120, 178, 189, 160, 100, 

(.•(I, - 10, 28, 68, 136, 196, 200, 148. 

liHv - 89, 142, 392, 894, 1411, 1484, 1092. 

(.■6>ti - 7, 28, 82, 199, 322, 352. 

^Hv, - 11, 40, 108, 236, 319, 246. 

H'S'«, - 2, 8, 24, 59, 92. 

li'bf - 33, 120, 360, 906, 1569, 1818, 1600. 

n'l'f ~ 6, 24, 78, 213, 384, 466. 

I^'hf. - 16, 54, 138, 231, 261, 210 

li'ff, - 3, 12, 33, 57, 66. 

^•hff, - 81, 180, 276, 297, 2,34. 

Ii'i'ff, - 18, 42, 66, 72. 

H'if,' - 36, 48, 48, 36. 

ifVf.' - 9, 12, 12. 

(.=»/;■ - 6, 4. 

F'i'ff - 1. 

f,'vfj> - 9, 6. 

li'sff - 3, 2. 

It'hvf.'— 3. 

(•'Ssff - 2. 
■liVf," - 6. 
li^pvfi^'^ 6. 
|i'»Ä'-3. 
It'spf,'- 2. 
ft's.f' - 1. 

,"•?/. - 16, 30, 42, 42, 30. 
/iV,*' - 1, 4, 13, 34, 70. 
Ii'g,' - 8, 20, 42, 68, 56. 

(.'» - 876, 1908, 4820, 8880, 12864, 14636, 13428, 10200, 6800. 
(.« - 7464, 17096, 33928, 67200, 78280, 87164, 80776, 6466S, 
46440, 30960. 
« - 42240, 86560, 162666, 227808, 281280, 289120, 262760, 
194616, 136848, 92400, 61600. 
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(t^M/; = 81, 162, 234, 243, 189, 126. 
fi^M/; = 1068, 1962, 2772, 3084, 2781, 2088, 1392. 
fiuf^ = 7428, 12468, 16692, 18222, 16632, 13158, 9378, 6252. 
uf, = 33084, 49020, 59388, 60012, 51750, 39384, 27450, 18468, 
12312. ■ 

In § 24 ist gezeigt, wie man aus den Stammzahlen der Ana- 
artungen der Cg^ und der Erzeugungs weise dieser Ausartungen die 
Gradzahlm von Glmchwngen gewinnen kann, welche die Lage der 
Purdtte, der Tangenten und der Ecken und Seiten des Singularitäten- 
dreiecks der C^ von einander abhängig machen. Ebenso gewinnt 
man aus den oben mitgetheitten Stammzahlen der Ausartungen der 
Cj* die Gfradzahlen gewisser Beziehungen für diese Curve. Von 
diesen Cfradzahlen folgen hier einige. 

1. Die Erzeugungswme tmd die Stammzahlen der Ausartung r 
fuhren m dem Satze: 

„Wenn man die drei Schnittpunkte mit einer cubisehen Flan- 
curve vierten Ranges auf irgend einer Geraden ihrer Ebene bestimmt 
und ausserdem die drei Schnittpunlite mit den drei Wendetangenten, 
80 erhalt man auf dieser Geraden sechs Punkte, welche, tun über- 
haupt so einer Cj* ai^ehören zu können, in ihrer Lage derartig 
von einander abhängen müssen, dasa die Gesammtheit dei- sechs 
Fimkte enälichdetiUg bestimmt ist, sobald fünf von ihnm gegeben sind, 
und zwar 

a) neundeu^i sobald drei Gurvenschnittpunkte und zwei Wende- 
tangentens ehnittp unkte , 

b) aMcJh imindmUg, sobald zwei Curvenschnittpunkte und drei 
Wendetangentenschmttpimkte gegeben sind." 

2. Die Erseugungswme imd die Stammzahlen der Ausartwig S 
führen zu dem Satze: 

„Wenn man auf einer Tangente einer C^ den Berührungspunkt, 
den dritten Curvenschnittpunkt und die drei Schnittpunkte mit den 
drei Wendetangenfcen bestimmt, so erhalt min auf dieser Geiaden 
fünf Punkte, welche, um übeihaupt so emei 63* angehören zu 
können, in ihrer Lage derartig vm emindei abhai^pn müssen, 
dass ihre Gesammtheit durch viei lon ihnen endlichdetittg Ijestimmt 
ist, und zwar 

a) dreideutig, wenn der Berührungspunkt, der dritte Curven- 
schnittpunkt und zwei Wendetangentenachnittpunkte ge- 
geben sind, 

Sobubert, KelklU dar nbzäMeaaen Geümelple, 1 1 
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b) einäeiitig, wenn der Berüliningspunkfc und die drei ^Vende- 
tangentenachnittpimkte gegeben sind, 

c) vierdeutig, wenn der dritte Curvenschnittpunkt und die drei 
Wendetangentensclinittpuakte gegeben sind." 

3. Die Ersewgungstüeise und die StamtmaMen der Ausartung e 
führen eu folgendem Satse: 

„Wenn man an eine C^ Yon irgend einem Punkte ihrer Ebene 
die vier Tangenten, den Strahl nach dem Doppelpunkt und die 
Strahlen nach den drei Wendepunlttcn zieht, so erhält man acht 
Strahlen, welche, um überhaupt so einer C^ angehören zu können, 
in ihrer Lage derartig von einander abhängen müssen, dasa üire 
Gesammtkeit durch fünf von ihnen eitdlichdeuUg liesUmmt ist, und zwar 

a) 12-deutig, wenn die vier Tangenten und der Strahl nach 
dem Doppelpunkte gegeben sind, 

b) 12-deutig, wenn die vier Tangenten und ein Wendepunkts- 
atrahl gegeben sind, 

c) 18-deutig, wenn drei Tangenten, der Doppelpunkts strahl und 
ein Wendepunktsatrabl gegeben sind." 



Auch für die punkt- allgemeine cubische PlancuiTe secbsten 
Banges C^ hat der Verfasser einige Anzahlen beatimmt, z. B. die 
auch von Maillard und Zeuthen berechneten zehn Symbole 

wo ft, V, p für die C^ dieselben Bedingungen bedeuten, wie für die 
C^ und die Ü^. Es ist nämlich: 
^v^ =1, }i^v^Q =4, ;i^v'(>^=16, fi")'''p^-=64, 

^3j,Sp4 _ 256^ ^3^4p.^ _ 976^ ,i'v-V«= 3424, ^^v''^' = 976G, 
^^vQ^ =21004, (i'^^ =33616. 

Unter den Avisartungen der C^' befindet sich natürlich aucli 
eine, welche aus einer C^* besteht, in deren Doppelpunkt em zwei- 
facher Eangpunkt fällt. Den Ausartungen % bei der C^ und e bei 
der C^ entspricht bei der C^' eine Ausartung, welche aus einer 
dreifachen Ordnungsgeraden besteht, auf der sechs einfache Rang- 
punkte und die neun Wendepunkte liegen. Die Stammzahlen dieser 
Ausartung führen zu dem folgenden Satze: 

„Wenn man an eine cubische Plancurve sechsten Ranges' C^'* 
von irgend einem Punkte ihrer Ebene aua die aecha Tangenten und 
die Strahlen nach den neun Wendepunkten zieht, so erhalt man 
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15 Strahlen, welche, um überhaupt so einer G,^ angehören zu 
können, in ihrer Lage derartig von einander abhängen müssen, dass 
ihre Gesammtheit durch sechs' von ihnen endlichdemMg besUmmt ist, 
und zwar: 

a) emdefutig, wenn die sechs Tangenten, 

b) 120-dmtig, wenn fünf Tangenten und ein Wendopnnltts- 
strabl gegeben sind." 

§ 25. 
Anzahlen für cubische Kanmcurven (Lit. 85). 
Die cubische Raumcurve Cg entspricht dual sich selbst, hat die 
Constantenzalil 12 und ist äritter Ordmmg, vierten Banges, dritter 
Klasse, d. h. ihre Punkte und ihre Schmiegungsehenen bilden einen 
einstufigen Ort dritten Uradea imd ihre Tangenten einen einstufigen 
Ort vierten Grades. Ferner bilden ihre Doppelsecanten, d. h, die 
Strahlen, welche zwei von ihren Punkten enthalten, eine Cor^ru- 
enz mit dem Feldrar^ drei und dem Bündelrang eins, und ent- 
sprechend ihre Doppelaxen, d. h. die Strahlen, welche in zwei von 
ihren Schmiegur^s ebenen liegen, eine Congruenz mit dem Feldrang 
eins und dem Bündelrang drei. Endlich bilden ihre Schmi^gvmgs- 
sbrahlen, d. h. die Strahlen derjenigen Strahlböschel, deren Scheitel 
Cnrvenpunkte und deren Ebenen die zugehörigen Schmiegungsehenen 
sind, eine Congruenz vom Bündelrang drei und vom Feldrang drei. 
Demgemäss definiren wir für die C^ die folgenden einfachen Be- 
dingui^en: 

1. v, dass sie eine gegebene Gerade schneide, 

2. p, dass sie eine gegebene Ebene berühre, 

3. ß, dass sie eine ihrer Doppelsecanten einem gegebenen 
Strahlbüschel zuweise, 

4. Gj dass sie einen ihrer Schmiegungsstrahlen einem gege- 
benen Strahlbüschel zuweise, 

5. v', dass sie eine ihrer Schmiegungsehenen durch eine ge- 
gebene Gerade schicke, 

6. p', dass sie eine ihrer Tangenten dui'ch einen gegebenen 
Punkt schicke, 

7. ß\ dass sie eine ihrer üoppelaxeii einem gegebenen Strabl- 
büschel zuweise. 

Dazu fügen wir noch die drei mehrfachen Bedingui^en: 

8. P, dass die C^ durch einen gegebenen Pimkt gehe, 

11* 
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9. P', dass sie eine gegebene Ebene osciiUre, d, b, sie zur 
Schmiegungs ebene habe, 
10. r, daas sie eine gegebene Gerade beriibre. 

Wir streben nun nacb der numeriscben Bestimmung aller zwölf- 
faclien Bedingnnga Symbole, welche keine anderen Bedingungen zu 
Faktoren haben, als 

V, o, v', p', P, P', T. 

Wir setzen daher für die folgenden Formeln voraus, dass die 
einstufigen Systeme, auf welche sie sich bgKiehen, durch keine 
andern als solche Bedingungen definirt werden. In derartigen Sy- 
stemen treten keine andern als die folgenden elf Ausartungen auf, 
welche man, bis auf %■ luid &', durch die schon bei den Ans- 
artui^en der C^ und C^ in §§ 23 und 24 angewandte Methode 
dei- homographischen AbbUdung erzeugen kann. Bei der Beschrei- 
bung dieser elf Ausartungen sind die in § 21 eii^eführten Termini 
Ordmmgsgeradef Klassenaxe, Bmtghüschel, Bangpunkt^ Bamgehene etc. 
benutzt. 

1. Die Ausartung k besteht aus' einer ebenen Ordnungseurve Tc 
dritten Cfrades, welche zugleich Rangcurve vierten tjrrades ist, also 
einen Doppelpunkt besitzt. Die Schmiegungsehenen von l bilden 
drei Ebenenbüschel, deren Äsen die drei Wendetangenten der Curve 
7c_ sind. Zur Berechnung der K enthaltenden Symbole hat man da- 
her die Kenntniss der Anzahlen der cubischen Plancurve mit Doppel- 
punkt nöthig. Beschränkt man sich auf die 

V, p, v', q', P, P', T 
enthaltenden Symbole, so reichen die Anzahlen aus, welche in der 
ersten Tabelle von § 24 (pag. 157) zusammengestellt sind. 

2. Die Ausarhmg X' entspricht k dual. Die numerischen 
Werthe der A' enthaltenden Symbole sind also mit den numerischen 
Werthen gewisser A enthaltenden Symbole identisch. Zur Berech- 
nung der letzteren reicht die Tabelle auf pag. 157 flg. ajis. 

3. Die Ausarhmg x besteht aus einer ebenen Ordnungseurve h 
dritten Grades mit Spitze, Die Tangenten von /c sind auch Tan- 
genten von X, X ist also Rangcurve dritten Grades. Dazu kommt 
aber noch ein R.angbüschel, dessen Ebene durch die ßückkehrtan- 
gente von S gßht, ohne mit der Ebene von k zusammenzufallen 
und dessen Scheitel die Spitze von h ist. x besitzt femer eine 
doppelte Klassenaxe, die mit der Rüctkehrtangente von 7c zusam- 
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.meufällt, und eine einfache Klassenaxe, die mit der Wen de taug eilte 
von h identisch ist. 

4. Die Ausartung x' entspricht n dual. Die Werthe der x und 
x' onthaltenden Symbole folgen aus den Anzahlen des § 23. 

5. Die Ausartung a besteht aus einem Ordnui^skegelschnitt h 
und einer Ordnungsgeraden g, welche diesen Kegelschnitt h schnejdet, 
ohne aber in seiner Ebene zu liegen, h ist zugleich ßangkegel- 
schnitt. Dazu kommt ein doppelter Rangbüschel, dessen Scheitel 
der Schnittpunkt p von li und g ist und dessen Ebene durch g und 
durch die Tai^ente li geht, welche den Kegelschnitt h m p berührt. 
Diese Tangente ist dreifache Klassenaxe. 

6. Die Ausartung co' entspricht o dual. Die Werthe der m und 
m' enthaltenden Symbole ergeben sich aus den in § 20 zusam- 
mengestellten Kegelschnittanzahlen. 

7. Die Ausartung & besteht aus einem Ordniingskegeischnitt k 
und einer denselben berührenden Ordnungsgeraden g. ft ist augleich 
Rai^kegel schnitt. Dazu kommen zwei einfache ßangbüschel, deren 
Ebenen beide durch g gehen, aber von einander land von der Kegel- 
sehnittebene verschieden sind. Der gemeinsame Scheitel dieser 
beiden Rangbüsehel ist der Berührungspunkt der Ordnungsgeraden 
g und des Kegelschnitts h. g ist zugleich dreifache Klassenaxe. 

8. Die Ausarhmg &' entspricht ■9- dual. Die Werthe der & und 
&•' enthaltenden Symbole lassen sich vermöge der Incidenzfoi'meln 
leicht auf die Anzahlen des § 20 zuriickfiihren. 

9. Die Ausartung d besteht aus einer doppelten Ordnungsge- 
raden g und einer einfachen Ordnungs geraden h, welche ^ in p 
achneidet. Der Tangentenort von iS ist in einen zweifechen und 
zwei einfache Rangbüschel zerfallen. Der Scheitel des zweifachen 
Rangbüschels ist der Punkt p, seine Ebene die Verbindungsebene 
von g und h. Die Seheitel der beiden einfachen Rangbüsehel liegen 
auf g, ihre Ebenen gehen durch g, sind aber von einander und von 
der Ebene des zweifachen ßangbüschels verschieden. Die doppelte 
Ordnuugsgerade ist zugleich dreifache Klassenaxe. 

10. Die Atisartwng d' entspricht $ dual. Da die Theilgebilde 
von ö und d' nur Hauptelemente sind, so bietet die Berechnung 
der ö und ä' enthaltenden Symbole keine Schwierigkeit, namentlich 
nicht, wenn man die Incidenzformeln hinreichend verwerthet. 

11. Die sich selbst du^ entdeckende Ausa/rhmg tj besteht aus 
einer dreifachen Ordnungsgeraden g, die zugleich dreifache Klassen- 
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axe ist. Der Taiigentenort von ij ist in vier einfache Raaigbiischel 
»erfallen, deren Scheitel 

Pi> P2, l'z, Pi 
auf g liegen, und deren Ebenen 

^1 ^j ^1 ^4 
dvirci g gehen, so dass immer ein Punkt p uml eine Ebene e mit 
gleichem Iudex einem und demselben ßangbüschel angehören. Die 
niimerieche Berechnui^ der vj enthaltenden Symbole lässt aich mit 
Hilfe der Ineidenzformein auf drei Stummzalilai reduciren. Die 
Werthe derselben erkannte der Verfasser durch R-ückachliisse aus 
berechneten Anzahlen mit Hilfe einer Bemerkung des Herrn Zeuthen ■ 
bei Gelegenheit des Berichtes, den derselbe über die Preisschrift des 
Verfassers in den Kopenhagener Akademieabhandlnngen 1875 (Lit. 36) 
publicirt hat. Diese drei Stammzahlen sind folgende: 

ny^Pi^i.Pi^Pi^PiBi'^'^^- 

Bei der Ausartung jj simd also die mer auf der Ordwungsyerad&i 
liegenden Hangptmktc und die vi^ durch dieselben gehenden Mangebenen 
in ihrer Lage von (mtmd^ abhängig, und swar so, dass sieben dieser 
adit Hauptelemenie das adiie vierdeuUg hesHmmen. Hieraus konnte 
der Verfasser wegen der homographisehen Transformation der all- 
gemeinen C3 in eine Ausartung ■?) den folgenden Satz sehliessen: 

;,Construirt man a/af einer ieUebigen Geraden des Baumes die mor 
Schniüputikte und die vier SoJmittebme» d&jenigen vier Ta/ngenten, 
welche mner gegebenen oubischen Saumcwve angehören und die heliebige 
Gerade schneiden, so sind diese vier Schnittpunkte und diese vier Schnitt- 
ebmen in ihrer Lage derartig von emander abMngiy, dass sieben unter 
ihnen den achten PimM resp. die achte Ebene vierdeuUg bestimmen." 

Ist nun zvir Bestimmung einer ßanmcui've die Bedii^iiug 2'* 
gegeben, dass sie vier gegebene Gerade zu Tangenten haben soll, 
so enthält jede der beiden Geraden, welche diese vier gegebenen 
Geraden schneiden, von der gesuchten Curve vier Tangentenpunkte 
und vier Tangenten ebenen. Für diese aber braucht die eben aus- 
gesprochene Lagebeziehung im allgemeinen nicht erfüllt zu sein. 
Es ist also 

d. h. es (fi^t im aUginiemen lerne Saumctmc, uelche ticr uülkuilt<h 
gegebene Gerade ~u Tanyentm liat Smd abei diei Tangenten ge 
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geben, so kann man oo* Gerade finden, deren jede mit den drei 
Tangenten zusammen ein Tangentenquadrupel einer culjischen Raum- 
curve bestimmt. Man construire nämlich die co^ Geraden, welche 
die drei Tangenten schneiden, betrachte jeden Punkt auf jeder dieser 
Geraden als Tangentenpunkt und construire zu ihm die nach dem 
obigen Satze ihm zugehörige Tangentenebene, sowie die ao* Strah- 
len, welche durch ihn gehen und in dieser Tangentenebene liegen. 
Dadurch erhält man oo^ Strahlen, welche cc^ Strahlbüschel so zu- 
sammensetzen, dass immer vier Strahlbüschel denselben Scheitel 
haben. Daraus folgt: 

„Dygenigm Strahlen des Baumes, uielche mit drei gegäiemn Strak- 
ien msammm ein Tangentmgmdrufel einer ctihischm Itmimüim;e m- 
sammensetzm JiÖnnert, bilden einen Strahlencomplex vom vierten Orade." 

Zu demselben Resultate gelangte Voss in den Math. Ann. 
Bd. XIII pag. 169 auf anderem Wege [Lit. 37). 

Jedes von den elf Symbolen, welche oben für die elf Aus- 
ai'tungen der 6'g eingeführt sind, bezeichnet zugleich die einfache 
Bedingmig, welche eine Curve C^ -dadurch erfüllt, daes sie in der 
angegebenen Weise ausartet. Zwischen den elf Ausartungsbeding- 

>i"gen 

X, X, 0}, &, d, •»), ä', Q', ra', x', l' 
luid den oben definirten einfachen Bedingungen 

V, p, ß, 6, ß', p', v' 
bestehen eine Reihe Ton G-leichungen, welche für alle eiiistiiiigen 
Systeme giltig sind, deren definirende Bedii^mig keine anderen 
Faktoren enthält, als 

V, s, v', (,', 1', F', T. 
Vei-mittelst dieser Gleichungen kann man jode der Bedingungen 

V, a, ß, 6, ß', p', v' 

durch die elf Ausartimgsbedli^ui^en ausdrücken. Man findet diese 
Gleichungen, analog wie die Gleichungen in den §§ 23 und 24, in- 
dem man bei einem einstufigen Oui-vensysteme zwei Punkte, zwei 
Tangenten, zwei Sehmiegungaebenen, einen Punkt und eine Tan- 
gente, eine Tangente und eine Doppelsecante und so fort zusammen- 
faast und auf die so gebildeten Systeme von Hauptelementenpaaren 
die Coincidenzformeln des III. Abschnittes anwendet. Aus den so 
gewonnenen Gleichungen ergeben sich dann die für unsere Zwecke 
wichtigen vier Hauptformeln: 
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1) l.==p + t'' + 2ß' + t* + 2<J + 37i 

+ 26' + 3^' + 1 «' + 2«^ + 3A', 
3} v' = p + i« + |e + ^* + 3d + 3-^ 

4) p' = 3A4-2M + lcj + 3*4-2tf + 27j 

Vermittelst dieser vier Hauptformeln kann man eine grwaso 
Menge von Anzahlen der Cg bestimmen, wenn die Werthe der Äus- 
ai"tnngs8yinbol6 berechnet vorliegen. Diese Werthe aber ergeben 
sich aus den Anzahlen für Hauptelemente, Kegelschnitte (§ 20), 
cubische Plancurven mit Spitze (§ 23), cubische Plancurven mit Doppel- 
punkt (§ 24) gemäss den obigen Beschreibungen. Dies ist aus 
den folgenden Beispielen ersichtlich, wo die Symbole rechts vom 
Gleichheitszeichen auf die Thfdlgehilde zu beziehen sind. 

Beispiele für die Berechnung der Ausartungsanzalileii. 

-72 + 6.36-6.6 
-216, 
IF'V ~ ,'ff - v> (fi^'ff - üf-offf) 
-6.81-6.27 
-324, 
J»ii_„"_ 12960, 
IriV -»"/■- 44280, 

J«'»" - »Y*- >■' {6f /; - 3ff - •2'ifff. + 6^f = + 30pV; 

- 349596, 

J„V'»- »■/• - v' (7280(4"/;') - 7280 . 9 
-65520, 
J(>"- 66960, 
Ip'V - 4(i()» - 4 . 23840 - 96360, 
J S V - 4 W - 16 . ^800 - 76800, 
lS»?"-4V()"- 64 .400 - 36600, 
J,/'9'i,"p»i-16(iV()»/'*- 16. 2.5974-415684. 
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kP>S>" _ ^Vj ((.■ + S(i"c + Sp»') 
-168 + 3.58 + 3.4-364, 
«»■V'_r»- 17760, 
Kv'(»9' = f« (p + e) - 31968 + 65!)2 

-38660, 
«»■9V->''fe + o)'- 44304 + 2,. 14800 +1168 

- 75073, 

f.»'?"?'-«'' (9 + c)' -49008 + 3,. 22336 + 3,. 2896 + 96 

- 134800, 

«1/« (>'(>' -i'<(S + <!)'-*3104 + 4,. 25660 + 4,. 4692 + 4,. 264 

-173953, 

,(,»(,'_ (j + c)i» _ 960 + 10, . 1604 + lOj . 768 + 10,, . 208 

-75620, 

«PV ?•(.'- {2s. + «.,)((> + <;)M 

- 2 . (4402 + 4, . 1388 + 4, . 152) 

+ (2944 + 4, . 2846 + 4, . 962 + 4, . 126) 

- 2 . 10866 + 20604 - 43336, 
.iv'j>V'-6,.3'((i"(i«ä.i» + 4,.(i'()'e},i<i) 

-540. (15 + 4. 9) -27640, 
>irV'9"-2,.2,.3V'(i(<i + «)'»9.-12(>*p'e«, 

-130, 
äcj-vVp'* — (324ft^i'g+108fi*wM' + 132ft^v2s+54(t^i'aM; 

+ 12ftt'ge«^)(0* + 5^e*c + 5^.p^c^ + .5g9^c^) 

- 721396, 

X S'S» - (5, . 3 Vs + 6, . 3V«,) (j« + 6, . fV + 6, . s'c') 

-270(66 + 6,. 52 + 6,. 10) + 90. (142 + 6,. 74 + 6,. 10) 



i»P«)/-5,.lo.l-10, 
o)P>(i-5,.l,.2«.2-20, 
ioPV-l,.3'.5,.1.2-30, 
»P'p'-lo.2».2'.6,.1.2-30, 
«iJ'Wi'-li.2,.2'.2,.2>.2'.2„.2".l-33, 
cdP'(i'-2,.(7„.2".8 + 7,.2'.4] 

+ 2,. (7,. 2". 4.2 + 7,. 3'. 8 + 7,. 2». 8) 
-6113, 
«)P!>'?'>-1,.6,.2'.2'.(4„.2".1 + 4,.2'.1) 
- 3880, 
»»•■-114.2. 92+ 11,. 2. 92. 2 -131440, 
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o»'>-1..2°.(10j.2.116+10,.2.116.2) 

+ 1,. 2'. (10,. 2. 18 +10,. 2. 92 + 10,. 92. 2) 
- 1803« (ot. pag. 100). 



»P'Vp"-4„.2«(4, + i.4").3..1,.2 

-14, 
»P'(i'p'!^-l,.3'.2,.!f.(7,.2".4 + 7,.2'..J.8 + 7,.2'.{.4) 

-684, 
ffr>»p'-2,.l,.2".{4„.2''.4 + 4,.2'.2)-40, 
9P'i'>'(>"-li.3'.l,'.3'.(4,.2>' + 4,.2'.3).{4„.2".l+4,.2'.l) 

- 3888, 
»e's"-3,.2'.(8,.2'.6.2 + 8,.2M2+8,.2'.6) 

+ 3,.2".3 . [8„ . 2". 4 . 2 + 8, . 2'. (8 + 4) + 8, . 2". (J . 8 + 4) 
+ 8,.2>.1.4J 

- 3132«. 



«rV^3, .2'.(2,.2' + 2„.2").2-60, 
äJ'Vp-3,.2'.l,.2".(l,.2'+lo.2".2)-34, 
»J"»'(i'p"-2o.2''.2„.2".2,l,.3'.3,.2'-86, 
«„»'()5(,"_l,.2».l,.3'.2.(4,.2' + 4,.2'.3).[B,.2'+5,.2».3.2 
+ Ö,. 21(4 + 3. 2)] 
~ 120900. 



1, TW" -li -3'. 2. (3. 2+ 3. 2). 4 -388, 
i)P..(.>"-l,.3>.l,.3>.4!.(6.4 + 6.4+l(i) 
- 13824, 

_e<. 

2! 2, 
i,P()«()"_l,.3'.4!.[(10+15).4 + 10.6.4+10.II)l 

- 36000, 

.(»'(.^^«„a^ 3! 4! 1(10 + 15. 2). 4 + 6. 10. 2. 4 + 10. (12 +16)1 

- I98J20. 

Die iS', *', a', k', k' enthaltenden Symbole berechnet man am 
bequemsten dadurch, dass man sie dual umformt und die so ent- 
stehenden, S, &, (o, X, l enthaltenden Symbole ausrechnet. 

Eine grosse Mmge von Aitsarttmffssymbolen hat den Werth null. 
Da^u gehören z. B. alle, welche 
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X, %, d, IJ, tf', &', a>', k', k' 
und ausserdem mir die Bedingungen 

p, ,, (, 

enthalten; ferner alle SymbolCj -welche 

n, %, ö, ij, d\ %■', %' 
und ausserdem nur die Bedingungen 

F, F', V, v' 
enthalten; ferner alle Symbole, welche 

tmd ausserdem keiue der beiden ßediagungen 

Pund V 
enthalten; endlieh alle Symbole, welche 

rj, d, &, X 
und ausserdem keine der beiden Bedingungen 

(.' und T 
cnthaltin Au^ den BL^Lhiubungen dei Anij.iUui^ui o^li^ <ni->4ei 
dem hfivor, days kein emstnhges System existiit, m wekhem itlli, 
Ausaitungianzahlgn gleich mlll waien, abei auch Leins, m wekhem 
j), A, A' Alle ilrei von null verschieden waren Dabei ist wieder 
zu beachten, daas wir überhaupt nm \on bolchtn ein&tufigen Sy 
stemen bpieehen, deien deimuende Bedingung keine andern Faktoien 
enthalt, als 

V, v', f, q', p, f; t. 

Wir stellen nun bei einer Reihe von einstufigen Systemen die 
Äiiaahlen für die in ihnen vorhandenen Ausartungen zusammen, 
indem wir die definirende Bedingung jedes Systems voransehreiben 
und alle Aus ai"tuiigs zahlen fortlassen, welche gleich null sind. 
Daraus erhalten wir dann vei-mittelst der Formeln 1, 2, 3, 4 viele 
Anzahlen für die eubiache Raumcurve, und awar meist mit mehreren 
Bestattungen. 

I. Die definirende Bedingung jedes Systems enthiilt P^ In 
diesen Systemen sind nur die ra von null verschieden; nämlich: 
öPS = 10, <aPSp = 20, (aP^v' = 30, raPV'--2Ü. 

Daraus folgt für die cubische Raumeurve: 
F'-v^ =5, PVp-10, 7**9^=20, F'-vv' =\h, PV9' = 10, 
P5pv' = 30, P^tisi' = 20, psv'^^45, P'V'p' = 30, Z'^e'^ = 20. 
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IT, Die definireiide Bedingung jedea Systeme entliiilt F' iiiid 
ausyerdem keine andern Bedingungen als v, v', q, tt'. Unter den 
möglichen zwanzig Systemen giebt es zehn, in denen nur ra von miil 
verscliieden ist, vier, in denen nur X', und sechs, in denen nur ro 
lind l' von null verschieden sind: nämlieh: 



Detiniiende 




Definirende 




1' 


Bedingung 


10 


Bedingung 


(ü 


FV 


60 


F'vv" 


216 


108 


P'.V 


120 


P'vv'e' 


144 


72 


FVv' 


180 


F've" 


06 


48 


FVfl 


120 


PV 


432 


216 


P'.j- 


240 


P'(.«'(,' 


288 


144 


PVpj;' 


360 


P«P(," 


192 


96 


PVsp' 


240 


PV 





324 


PV 


480 


P'v"q' 





216 


PVV 


720 


PS'c" 





144 


PW 


480 


PV" 





96 



Dai'aus resultiren mit vielen Bestätigungen^ die folgenden An- 
zahlen für die (X; 



P'«' - 30 


F'vf' -240 


P«(,» - 480 


PV« 


-486 


F'v'Q - 60 


PVs'f' -360 


P'q'v' - 720 


P'.."p' 


-324 


FVv' - 90 


P'« (.'(.' -240 


PVs' - 480 


P'i/'V 


-216 


PVi/ ~ 60 


PS^k" -540 


PVV' -1080 


P'»'()" 


-144 


P'r'p' - 120 


F'vfv's'-Sm 


P'^v'q'- 720 


P'p" 


- 96 


PVgv' -180 


P'»?«" -240 


PVp" - 480 






P'»V<>' - 120 


P%v" -486 


F*fv" - 972 






F'v'v" -270 


F'vv"d' - 324 


F'fv'\'- 648 






P'»V'e'-180 


P«n;'(." -216 


P»5i.'s"_ 432 






FV^' -120 


PVj" - 144 


P'p(>" - 288 







in. Die definirende Bedingung jedes Systems enthält F^ wid 
ausserdem keine andern Bedingungen als v, p, p'. Es smd ein- 
undzwanzig Systeme möglich. Nur t/, &', ö', co' sind in allen 
einundzwanzig Systemen gleich null. Die Werthe der sieben 
übrigen Ausartimgssymhole ergeben sich aus der folgenden Tabelle. 
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Bedingung 


ä 





„ 


" 


l 


,■ 


A' 


FV 








344 





12 








P'v'f 








604 





36 








FVq' 








688 


24 











F'v'f' 








980 





100 








F'v'„^ 








1208 


72 











PVe" 





43 


740 


18 








150 


F'vV 








1440 





240 








PV^q' 








1960 


200 











P'v'^S" 





114 


1384 


58 








192 


P'v'g" 





36 


400 


ö 








507 


F'^q' 








1920 





480 








PV (.'(.' 








2880 


480 











F'vf'^" 


48 


236 


2304 


156 








192 


PVi.(.» 





102 


768 


18 





216 


690 


F'vs" 





14 














660 


F'i/' 








2664 





712 








P=()'(,' 








3840 


960 











P'q's" 


262 


354 


3072 


354 








260 


F'q'q" 


36 


216 


1008 


46 





1026 


592 


P»()?'* 





42 











522 


756 


F'9" 








» 











468 



Hieraus resultiren mit vielen Bestätigungen unter andern die 
folgenden Änzalilen für die Os: 

F'p'd' -1680 P'rs)s"-2022 

F'v'g't/ -2160 

F'v\'?"-2360 

P^väpp's =2034 

PV(i" -1025 

F'vQ' -2400 

?■«■(>*?' -3360 

P««(.>" -3840 

P'»S'{." -3612 



P»»' - 190 

P'v'g - 356 

PV'p' - 380 

P'»'?' - 640 

P'»*()(>' - 712 

P"»«?" - '36 

PVf' - 1080 

P'v\'i>' - 1280 

PVjp"- 1352 

FVa" -1058 

IV. Die definirende Bedingung jedes Systems enthält P' und 
ausserdem Ireine andern, als die beiden Bedingungen v und v'. In 
jedem der sechs möglichen Systeme sind die Zahlen jt, Q, ö, i), d', 
9', m', «' gleich null. Für o), A, A' erhält man: 



F'v,/" - 702 
F's' -3376 
P's'p' -4800 
P'sV" -6760 
P«S"(i» -5602 
PW" -3438 
P'PS» -1404 
P'o'° - 468 
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Definirende 




i 


J' 


Bedingung 


0) 


PV 


344 


12 





P>„V 


906 


64 





FVv" 


1152 


226 


351 


P'vV 


810 


405 


1053 


F'vv" 





405 


18C3 


PV' 





405 


1863 



Daraus folgen für die Cj die Anzahlen 
PV« = 190, P^vV ^ 534, P*i^S'^=1440, 
jp3j,3yr3 _ 2592^ P W* = 3402, P^vv'^ = 3402, P^t'*" = 3402. 

V. Die definirende Bedingung jedes Systems enthält P^ und 
ausserdem nur noch die Bedingungen v' und q'. In jedem der 
sechs möglichen Systeme sind ra, #, ö, jj, ^', &', <a', x' gleich null. 
Für X, k', a erhält man die Zahlen der folgenden Tabelle; 



Definirende 


Z 


i! 


"* 


pSjjfS 


405 


1863 





P');"(i' 





1836 


210 


F'v"f" 





1458 


54 


P'v"f" 





1035 


9 


PVV 





702 





PV" 





468 






Daraus folgen für die C^ die Anzahlen: 
P'V" = 3402, P^'i.'^e' •= 3078, P^v'^p" - 2268, 
P^v'^Q"^l6m, PVV*=1053, P^v'p'^ = 702, p3p"^^4G8. 

VI. Die definirende Bedingung jedes Systems enthält F^F'. 
Unter den vier möglichen Systemen sind zwei, in welchen nui' ra 
von null verschieden ist. In den beiden andern ist nur A' von null 
verscbieden: nämlich: 



Definirende 




K' 


Bedingung 


OJ 


P'Pv 


54 





P'P'e 


108 





p*P'«' 





64 


P'p'g' 





36 
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Daraus resultiren die folgenden zehn ÄnzaUen für die C^: 
F^F'v^ -27 j P*P'p' =108 P^P'v" =81 

F^P'vv' =81 I P*P'pp'-108 P^P'p" =-36 
Pn"vo' =54 



VJI. Die definirende Bedingung jedes Systems enthält P^P'^. 
In allen vier Systemen sind die acht AusartnngsaiiBalileii ki, d-, S, 
1), d', &', m', x' gleich null. Die übrigen haben folgende Werthe: 



Definirende 


i 


i' 




Bedingung 


* 


psp'V 


27 


27 





P'P"S 


36 


36 





P'P'V 


27 


27 





P'P'q' 





86 


36 



Hieraus ergeben aich für die Cg die folgenden zehn Anzahlen; 



F'P'v' - 81 P'P'a' - 144 

pJp'Vs - 108 P'P"i,v' - 108 

r'P"vv' ~ 81 P'P'>(ip' - 144 
I"l'"vo' ~ 108 



p<p"„» _ 81 
P»P"./'(>' - 108 
P'P"l," - 108 



Vin. Die definirende Bedingung jedes Systems enthält P oder 
P^ und ausserdem keine andern Bedingungen als v und p. Tu 
diesen Systemen sind nur o und A von null verschieden; nämlich: 



Definii-ende 


^ 


A 


Deßnirende 




A 


Bedingung 


a 


Bedingung 


(0 


P'v' 


2192 


144 


Pv'e 


23866 


3344 


P'v'e 


3B44 


376 


PvV 


32488 


7304 


p-Wo' 


B1B2 


896 


Pv'q' 


38266 


13776 


PVq' 


6676 


1840 


Pv's' 


37824 


22080 


P'v'e' 


7232 


3200 


Pv'e' 


31162 


29662 


PV(,» 


6992 


4624 


P.V 


21376 


33344 


P'.(.> 


6144 


6696 


P-V 


12528 


32304 


p'(,< 


6112 


5866 


P.P» 


6216 


27816 


Pv" 


15552 


1392 


-P?" 


3984 


21360 



Uaraas folgen für die 63 die 9 4-11 Anzahlen: 
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PV - 1312 
P'r's - 2336 
PVV- 3920 
P'v'l,'- 0048 
PVp«- 8416 
PV()''- 10432 
PW- 11616 
PVp' -11840 
P"(." -11968 
p,™ _ 9864 



P>.> ~ 16944 
Fv»i!'- 21200 
P»V- 39792 
P»'s*- 62032 
Pv'p'- 59904 
Pv'f''- 60704 
P»"(>'- 54720 
Pi-'s'- 44832 
Pv(>' -34032 
Pp" -26344 



IX. Die definirende Bedingung jedes Systems entliält P^)'* und 
ausserdem nur und p' oder vp*. In den sieben möglichen Systemen 
sind X, 6', m' gleich null. Die Werthe der acht übrigen Äus- 
artungaanzahlen sind 1 



Deflii. 
Beding. 


1 


S 


* 


»• 


„ 


« 


«' 


i' 


Pe" 














0' 





11424 


Pp''p 




















14976 


19296 


P(."(.> 











684 








70044 


15744 


Pc'V' 


12960 


6600 


7700 


6670 








104766 


.6376 


P(,'>(,' 


30240 


22080 


24510 


12348 


2880 


7830 


71136 





PS"<)' 


36000 


31080 


29712 


7290 


12672 


43704 


22960 


■ 


Pp'Sp^ 


13824 


30900 


34776 


3888 


36904 


39438 


51390 






Hieraus gewinnt man mit Bestätigungen folgende Anzahlen 

dir die C,: 

Pp'» - 11424 Pf'\' - 189372 Pp'V - 347442 
Pp'V - 34272 Pp'V - 304890 Pi;p"p' - 383662 
Pp'V- 87840 Pp"p»- 368196 Pi.(i'<p' - 395614 
X. In dem Systeme, dessen definirende Bedingung F^T ist, hat 

mau nur o von null verschieden, nämlich o — 8, woraus für die 

C, folgt; 

P'ri--4, P»rp-8, PTi/'-lS, PTp'-S. 

XL In dem Systeme, dessen definirende Bedingrmg PT^ ist, 
hat man nur d von null verschieden, nämlich d — 6, woraus für 
die C, folgt: 

Pr=»-12, PT'p-12, P3"i.'-18, FT'f' — l% 
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XII, Die definirende Bedingung jedes Sjstema enthalt T^ und 
anaserdem nur v, p, v', p'. In den zehn möglichen Systemen sind 
X, X, o), &, 9-', 0]', x', A' gleich null, tj, ö, d' haben folgende 
Werthe: 



Beding. 


n 


S 


ä' 


Defin. 
Beding. 


1 


« 


d' 


IV 





60 





TVk' 


24 





24 


I'vD 


24 


24 





T'fs' 


32 








T'vv' 





30 


30 


T'v" 








00 


T'vf' 


24 


24 





T"»>' 


24 





24 


T'q' 


32 








T'^' 


32 









Hieraus folgen für die Cg die 20 A.TiKaiiIen: 



TV 


-120 


rV()./' 


-144 


T'f' - 


64 


TV?" 


- 64 


TVo 


-120 


3". es' 


- % 


T'^V- 


96 


TV= 


-120 


T'v'r 


-180 


T'vv" 


-180 


T'sW- 


64 


TV'V 


-120 


TVo' 


-120 


T'vr'i, 


-144 


T'fv»- 


120 


Tvy 


- 96 


T',.Q< 


- 96 


PvQ» 


_ 96 


T'fv'f'- 


96 


TV" 


- 64 



XIII. Die definirende Bedingung jedes Systems enthält T^ und 
ausserdem nur p, ß' oder v&^q' oder vp^p'^. Man hat dann für 
alle diese Systeme A, S', a', X' gleich null; ausserdem: 



Definii'ende 
Bedingung 


n 


« 


» 


*' 


„ 


„ 


,' 


T'lf 

















608 





TVV 


368 





40 








360 





TW" 


560 





68 


44 





120 





TVV" 


660 





44 


68 








120 


tvp" 


368 








40 








360 


TV'" 




















608 


TVV'" 


288 


176 


84 





80 


484 





TW"" 


384 


264 


128 


48 


32 


1B6 


108 



Daraus folgen für die G, die Änzalilen; 






TV" - 608 


TV?'" -1216 


T'.q'q» 


- 2228 


.TV'?' - 1210 


TV" - 608 


T'i-eV" 


-2276 


T'pV"-15';6 


TVj" - 912 


TV (,(,'• 


- 1824 


TV"?"- 1696 


TV(iV'~I744 


T^i/p'" 


- 912 


TV?"- 1576 









y Google 



178 



Vierter Abschnitt. 



XIV. Die defiiiirende Bedingung enthält mir die Bedingungen 
V und 4». (o und X haben die folgenden Werthe, die Übrigen neun 
Äusartungs anzahlen sind in allen Systemen gleich null. 



Defmirende 




* 


Definitende 




i 


Bedingung 




Bedingung 




«" 


12144Ö 


12960 


„'.(,• 


113120 


■230240 


»•V 


180240 


29520 


-•s' 


53)20 


211200 


v'f' 


236160 


61120 


v',' 


18064 


170192 


v^f 


265664 


109632 


v''-^ 


3984 


124176 


»'(.« 


247744 


167616 


Vf" 





85440 


„•p» 


187620 


214400 


p" 





56960 



Daraus resultiren mit Bestätigungen die 



für die C,: 



- 80160 
- 134400 
'- 209760 
' -297280 
-376296 
' -416360 
' -401920 



;'p' - 343360 
,"(," _ 264320 
v's" - 188266 
»V»- 128160 
»()" - 85440 
i" - 56960 



XV. Die definirendo Bedingung jedes Systems enthält nur v 
und v'. Von den zwölf mögliclien Systemen crliält man sechs aus 
den sechs andern durch duale Umformung. In den sechs v^ ent- 
haltenden Systemen haben ra, A, A' die nachstehenden Werthe. Die 
Anzahlen für die acht übrigen Ausartungen sind in allen Systemen 
null. 



Definirnnde 




l 


K 


Bedingung 


a 


v" 


121440 


12960 





»>V 


270360 


44280 





,'^' 


334800 


137520 


66520 


»■»" 


264016 


266608 


196560 


vV* 


86184 


349696 


328860 


rs" 





382320 


382320 



Hieraus folgen für die C» die Anzahlen: 
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.i/*/ 



- 80160 
-201600 

•- 471960 

- 806760 



'»-rV- 1060776 
''_»V'- 1146960 
• - 1146960 



XVI. Die definirenden Bedingungen der Systeme sind v", v'^j 
v'^q'^, v^p'^ 0, ö, K, X, }! haben die nachfolgenden Werthe; 
^, d', %', vi\ ä' sind nnll. 



Deflnirende 


» 






l 


}! 


Bedingung 




« 


v" 





121440 





12960 





-■•(.' 





242880 


17760 


8160 







20040 


318240 


29864 


3466 


29120 


»■e» 


43612 


303168 


31200 


768 


112840 



Daraus folgen für die G, die Anzahlen: 

v'-'^ = 80160 j v^V^^ 302880 1 vV* =011248 
v"p' =160320 I i-äp'» =477576 | 
XVIT. Die definirenden Bedingungen der Systeme sind v°'^^, 
'^, i'p"", p'^^. Nur X' ist von null verschieden, imd zwar: 
A'väp's-_ 192240, A^V"= 128160, 
AVp'i«- 85440, Z'p"i = 56960. 
Daraus folgen für die Cg die Anzahlen: 

9'iä = 56960, 1-?'"= 85440, i'V"*'- 1281G0, 
v8p'*= 192240, »*?' 



SVIII. In jedem der Systeme, welche durch die Bedingungen 
vp^", "p"?') vp^p'*, vq'q'^, vq'''q'^ deflnirt werden, ist d', to', l' null. 
Die übrigen acht Ausartungsanzahlen haben die nachstehenden 
Werthe: 



Defin. 
Beding 


V 


1» 


» 


f^' 


» 


« 


»' 


>■ 


vpi" 























85440 
















7968 


105312 





143040 










7624 





41760 


467880 





116200 


r»V 


120960 


3Ö280 


68380 





84768 


735204 





38400 


VQ'lf" 


311040 


115200 


1B3284 


32400 


90240 


603144 


27540 
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Viertel' AljschniWi, 



Dazu fügen wir noch das System, dessen definirende Be- 
dingung vi/^^q'^ ist. In diesem ist A und X.' null. Die übrigen 
neun Ausariungsauzalilen sind: 

11-198720, «-120960, «'-120960, »- 170266, ^'~ 151140, 
0-74880, «' = 17280, %-721296, ^(' = 235980. 

Aus den betrachteten sechs Systemen ergeben sich füi- die (4 
die Anzahlen: 






-i/'(,'" -85440 

-»'()'»e -256320 

-v'f"^' -647712 

_«'(.'•(," -1346992 

»sV" -•'e'V -2167996 

1/(1"?" -i/'(i'"(>' -2733600 
ri/f's"-vJs"f' - 3082644 



f'o" -«' 
'i/'f"()"'-3567960 



-86440 
"-266320 
•-6B5680 
•- 1408632 
' - 2278764 
" - 2802000 



XIX. Die definirende Bedmgung .jedes Systems enthält keine 
anderen Bedingungen, als p und p'. Von den zwölf möglichen 
Systemen entspredien sechs den übrigen sechs dual. In den sechs 
p" enthaltenden Systemen sind c», d, d', a', X' null. Tj, &, iV, k, 
«', }. haben folgende Werthe: 



Defin. 
Beding. 


n 


» 


»' 




«■ 


A 


P" 

















66960 


P'^P' 











7.6520 





95360 


P'P" 





3984 





348368 





76800 


P'P" 


127680 


31320 





,664108 





26600 


pV* 


369600 


86844 


20400 


475344 








p'p" 


542400 


127200 


93000 


208800 


37800 






i folgen mit Bestätigungen für die Cg die Anzalilen: 



^12 =p'ia =56960 
p'V -t>t»'" -170880 
9"p'ä-eäp/ia_437i2o 
ps^'a ^p3p'» =939088 



p8 p'* =- p* p'^ = 1 554456 
(.^''-^py^^ 2029800 
o'^p"'^ 2200800 



Die miiimehr durch viele Beispiele erläuter+,e Methode der Be- 
stimmimg TOn Ajizahlen der eubiaehen Raiimcurve befähigt ii]is 
wüM, solche Anzahlen zu berechnen, deren Symbole nur ans viel- 
fachen Bedingungen zur ammeiige setzt sind, wie z. B. Ü^'-'P'. Das 
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Priiidp von der Erhaltur^ der Anzahl liefert uns jedoch noch hin- 
reichende Mittel, um nicht hloss die oben berechneten Anzahlen zu 
bestätigen, sondern auch die wenigen noch mierledigten Symbole 
zu berechnen. Mit Rücksicht hierauf wollen wir noch zwei wichtige, 
aus dem Princip Yon der Erhaltung der Anzahl folgende Formeln 
zweiter Dimension erwähnen. Zu diesem Zwecke fügen wir den 
anfangs definirten zehn Bedingungen noch hinzu: 

11. die zweifache Bedingung S, daas die Curve eine gegebene 
Doppelsecante habe, 

12. die zweifache Bedingung p^, dasa eie eine gegebene Ebene in 
einem Punkte einer auf der Ebene gegebenen Geraden beiTihre. 

Maji lege die beiden gegebenen Geraden der Bedingung v' der- 
artig unendlich nahe, dass sie sich schneiden. Dann wird v^ er- 
füllt erstens einmal von jeder Raumcurve, die durch den Schnitt- 
punkt geht, zweitens zweimal von jeder Baumearve, die den Co- 
incidenzeti'ahl als Doppelsecante hat, drittens einmal von jeder 
Raumcurve, die die Ebene der eoincidirenden Strahlen so berührt, 
dass der Berührungspunkt auf dem Coincidenzstrahle liegt, viertens 
von jeder ausgearteten Raumcurve, die eine vielfache Ordnungs- 
gerade durch den Coincidenzstrahl schickt." Demgemäas erhält mau 
die Formel: 

v^ = P+2.B-\-Q,j-\-2.Sg^Q.rig^Q.Ö'g-\-Q.%'g + 2.m'g-\r^9, 
wo jedes der sechs aiis g und S, ri, 6', ■&', o', x' gebildeten Symbole 
die zweifache Bedingung bedeutet, dass die C^ zu einer Ausai'fcung 
d, t?, ö', •&', ct', %' wird, welche ihre vielfache Ordnungsgeratle eine 
gegebene Gerade schneiden lässt. 

Legt man ferner die beiden Ebenen der Bedingung q' unend- 
lich nahe, so erhält man: 

y^ = 3.P' + p^-^öJe-(-2.Ö'e+tfe + 3.ö'e 

-)-6.^e4-3.CT'e-^6.x'e-|-12.A'e, 
wo jedew der acht aiis e und Aus artungs Symbolen gebildeten Sym- 
bole die zweifache Bedingimg bedeutet, dass die Cg zu einer Aus- 
artimg o, &, ^, ö', ö^, ö', x', X' wird, weiche einen melf'adien Rang- 
punkt auf eine gegebene Ebene wirft. 

Gleichungen zweiter mid höherer Dimension üQr die C^ erhält 
man auch durch Anwendung der Ooincidenzformeln höherer Dimen- 
sion (Abschnitt III). Doch hat sich der Verfasser mit der Ab- 
leitung von Anzahlen der C^ aus solchen Formeln höherer Dimen- 
sion nur sehr oberfläclilich beschäftigt. 
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Ig2 Vierter Abschnitt. 

Anzahlen für cubische Raumcnrven hat auch Herr Sturm in 
zwei Abhandlungen des Orelle'schen Journals (Bd. 79 pag. 99 und 
Bd. 80 pag, 128) '[Lit. 38] auf rein geometriaehein Wege bestimmt. 
Um diese Anzahlen angeben zu können, haben wir zu den bis jetzt 
für die Og eingeführten zwölf Bedingungen noch folgende hinzu- 
zufügen: 

13. die Bedingui^ ^, dass die Q einen Strahl eines gegebenen 
Strahlbüschels zur Tangente habe, 

14. die Bedingung Qp, dass sie eine gegebene Ebene iu einem 
gegebenen Punkte heriihre, 

15. die Bedingung, dass sie eine Tangente durch einen ge- 
gebenen Punkt schicke, ■während der Berührui^spunkt auf 
einer gegebenen Ebene liegt, eine Bedingung, welche nach 
der Incidenzformel 11 (§ 7) gleich P+ Q ist (cf. § 8, pag. 26), 

16. die Bedingung F'g, dass sie eine gegehene Ebene in einem 
Punkte einer auf der Ebene gegebenen Geraden osculire, 

17. die Bedingung P'j,, dass sie eine gegebene Ebene in einem 
gegebenen Punkte osculire. 

Folgende Anzahlen sind sowohl oben durch die Ausai'tungs- 
anzahlen, wie auch von Herrn Sturm bestimmt: 
P^v" =5, PVy^lO, P^vq'^10, PV=20, P5pp'-=20, P''t.'^=20, 
P*Tv=A, P*Te = 8, P*T(j' = S, 

P*»,* =30, P^'v^'p^GO, P^v^(,' = m, P*vV=120, P*i'Vtj'=120, 
P*vps_240, P*vq^q' = 240, P^P'v' = 21, P*PVß = 54. 

Alle diese Anzahlen gehen aus Systemen hervor, in denen nur 
0) von null verschieden ist. 

Ausserdem hat Herr Sturm in Bd. 79 des Crelle'schen Jovir- 
nals noch folgende Anzahlen bestimmt: 
P« = l, P^P'^6, P^p, = 2, P'^Q^G, P^(P+Q)^1, Pm-^1, 

P^Bv^=^, P^Pv& = 8, P'Bv&'^S, P'liQ'^lG, 

P^Bq&'=W, P*Pp'^=16, 

P^B^^O, P^BP'^3, P^Bq,^^, P'BQ^i*, P^B(P+Q)^b, 

PVp„=17, PVpp^ = 34, PV0S-68, PV(y-28, 

PVpÖ^öß, P**HP+0==33, P''vp(P+0 = 66, 

PVP'j,= 9, P*P' p^-lö, P*P'^p = 18; 

femer in Bd. 80 des Crelle'schen Journals: 

1 Ciollo's Journal Bd. 79 pag-, 139 atiilit in-thfimlicli 2 
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P^if==l, P^i-^-l, P£==l, ^"^==6, 

p^B'Q^^m, p^B»e^=24, PB^Q^=m, b^q^=so, 

p3^Sp/_3^ P^B^pr^g^ PP*P' = 6, P*P' = 21, 
P3BVk = 2, P*i?^e,-3, P5*ßs = 6, -ß^P, = 7. 

Mehrere dieser Zahlen sind durch die zuletzt ai^egebeneu beiden 
i'ormeln zweiter Dimension Ton einander abhängig; z. B. ergiebt 
die Formel für v^ nach Substitution der Sturm'sehen Zahlen 

1. für das durch P^ definirte zweistufige System: 

5=1 + 2.1+2, 

2. für das durch P*Ü deiinii'fce System: 

4=1 + 2.0 + 3, 

3. für das durch P^B^ deflnirte System: 

4 = + 2.1 + 2, 

4. für das durch P^B^ definirte System: 

6 = 1 + 2.1 + 3, 

5. tur das dui'ch PJ5* definirte System: 

9=1 + 2.1 + 6, 

6. für da« durch B^ definirte System: 

20-1 + 2.6 + 7. 
lu diesen sechs Systemen hatten die Ausai-tungssymbole der 
augewandten Formel sämmtlich den Werth null. Wendet man aber 
auf dieselben sechs Systeme die Formel für p* an, so ergiebt sieh 
in den sechs Fällen beziehungsweise: 

20 = 3.6 + 2 + 0, 

16 = 3.3 + 3 + 4, 

16 = 3.3 + 2 + 5, 

24 = 3.6 + 3 + 3, 

36 = 3.6 + 6 + 12, 

80 = 3.21 + 7 + 10, 
wo die letzten Zahlen der rechten Seiten die Werthe von gjc in 
den sechs Systemen sind. 

Durch die in diesem Paragraphen berücksichtigten Bedingungen 
lassen sich viele andere auf die eubische Raumcurve bezügliche Be- 
dingungen ausdrücken. Daher sind die berechneten Anzahlen die 
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Quelle für viel*) aiiriere Anzahlen. Z. B. ergiebt sich die Zahl N der 
zwölf gegebene Flädien zweiten Grades herahrenden cubisdien liaum- 
curven vermöge der in § 14 am Selilusa von Nr. 1 (p^. 57) an- 
gegebenen Formel aus den hier unter Nr. XIV berechneten Anzahlen 
auf folgende "Weisei 

N=-(2.v + 2.^y^-^2'K{v'''+i2,M'&+12^.v"'&^ + ... + Q''') 

= 2'^ . (80160 + 12i . 134400 +V2^. 209760 + 12^ . 2i)7280 

+ 12^ . 375296 + 12^ . 415360 + 12^ . 401920 + 12, . 343360 

+ 12a. 264320 + 12^, 188256+ 12io. 128160 

+ 12a. 85440 + 56960) 

= 5819539783680. 

§ 26. 
Anzahlen für Plancurveii vierter Ordnung in fester Ebene. 

Herr Zeuthenhat in den Berichten der Koyenhagenei' Akademie 
(Natiirw. og math. Afd. 10 Bd. IV, 1873) ILit. 89] für Plancurveu 
,^te( Ordnung in fester Ebene eine Reihe von Aueartungen besprochen 
and Formeln erster Dimension zvrischen Ausai-tungsbedingiuigen und 
sonstigen Bedingungen aufgestellt. Diese Formeln sind dann vom 
Verfasser auf Plancurven im Räume erweitert (Math. Ann. Bd. 13, 
pag, 443). In der genannten Abhandlung hat dann Herr Zeuthen 
auch ÄMcMm für die in fester Ebene befindlichen Plancurven 
vmter Ordnung aus deren Ausartungsanzahlen berechnet. Die Sym- 
bole der berechneten AnzaMen setzen sich fast sämmtlich aus den 
beiden elementaren Bedingungen v und q zusammen, von denen 

V bedeutet, dass die CuiTe in fester Ebene durch einen auf 
dieser Ebene gegebenen Punkt gehe, 

Q bedeutet, dass die Curve in fester Ebene eine auf dieser 
Ebene liegende Gerade beröhre. 

Systeme, deren definirende Bedingung nur v und q enthält, 
werden Elementarst/steme genannt. Die in den Elementarsystemon 
der Curven vierter Ordnung auftretenden Ausartungen hat Herr 
Zeuthen sämmtlicb beschrieben. Beispielsweise zahlen wir hier 
die Ausartungen auf, welche in den Blementarsystemen der pun/ct- 
atlgememen Owrve vieiier Ordnv/ng swölßen Hanges auftreten. 

1. Die Ausartung a besteht aus einer Ourve vierten Grade« 
mit einem Doppelpunkt, der Doppelpunkt ist zweifacher Raiigpunkt. 

2. Die Ausarttmg % besteht aus einem Kegelschnitt und einer 
doppelten Ordnungsgeraden, welche den Kegelschnitt in zwei zwei- 
fachen Bangpunkten schneidet und sechs einfache Rangpuukte enthalt. 
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3. IHe Amafiung i? bestellt aus einem Kegelsclmitt viaä einer 
(loppelten Ordnungsgeraden, welche den Kegelschnitt in einem drei- 
fachen ßangpunkte berührt und sieben einfaehe Rangpunkte enthält. 

4. Die Alisartimg t, besteht aus einer doppelten und zwei ein- 
fachen Ordnungsgeraden, welche alle drei einen gemeinsamen Punkt 
haben, der vierfacher Rangpunkt wird. Die doppelte Ordniings- 
gerade enthält ferner acht einßiche Rangpunkte. 

5. Die Ausartung x besteht aus zwei zweifachen Ordnungsge- 
raden, welche sich in einem dreifachen Rangpunltte sehneiden und 
von denen die eine sechs, die andere drei einfache Rangpunkte 
enthält. 

6. Die Ausarkmg l besteht aus einer dreifachen und einer ein- 
fachen Ordnungsgeraden, welche sich in einem zweifachen Rang- 
punkte schneiden. Die dreifache Ordnungsgerade enthält zehn ein- 
fache Rangpunkte. Die elf Ear^punkte sind in ihrer Lage auf der 
dreifachen Ordnungsgeraden derartig von einander abhängig, dass 
der zweifache Rangpunkt und neun einfache Rai^punkte den zehnten 
1552-deutig bestimmen und dass die zehn einfachen Rangpunkte 
den zweifachen 3280-deutig bestimmen. 

7. Die Amartung v besteht aus einer vierfachen Ordnuugsge- 
i'üden, auf welcher zwölf einfache Rai^punkte liegen. Die awÖlf 
ßangpunkte sind in ihi'er Lage auf der vierfachen Ordnungs geraden 
derartig von einander abhängig, dass elf unter ihnen den zwölften 
451440 - deutig bestimmen. 

8. Die Ausartung & besteht aus einem doppelten Ordnungs- 
kegelschnitt, der zugleich doppelter Rangkegelsehnitt ist und iicht 
einfache Rangpunkte enthält. 

Die Ausartungen l und v kann man gerade so wie die Aus- 
artungen der cubischen Plancui-ven in §§ 23 und 24 durch homo- 
graphisehe Abbildung aus der allgemeinen Oui-ve erzeugen, indem 
man das Centrum der Homographie erstens in einen beliebigen 
Punkt der Curve, zweitens in einen beliebigen Punkt ihrer Ebene 
legt. Deshalb führen die bei A und v angegebeneu Stammmlden 
zu 'den folgenden Sätzen für die allgemeine Ourve: 

Legt man durch einai beliebigen PunM einer ptitt^i-allgcmeinüii 
Fkmcurve vierte Ordmmg C^^ erstens die in Htm hmihrende Tangente, 
zweitens die Übrigen zehn Tangenten, so sind diese elf Sirdithm, damit 
sie ÜberJimipt so einer 0^^^ angehören können, derartig von einander 
ISS die eistgeitannte Tangente imd neun von den a/ndem 



y Google 



186 Vierter Abschnitt. 

Tangenten die selmte 1553-deutig hestitmnen, und dass die gehn mletgt- 
genannten Tangmtm die merstgenamiU Tangente 3280-deutig hesümnien. 

Legt man am eme punM-aJlgemeinc Ourve vierter Ordmimj C^^ 
von emem beliebigen FunJcte üi^er Ebene ams die swölf Tangenten, so 
smä diese swÖlf Strahlen, damit sie itberha/iyat so einer C^^ artgehären 
Jcönnen, derartig von einander dbJiängig, dass elf von ihnen die eumlfie 
45M40-deutig bestimmen*. 

Das Symbol jeder der oben beschriebenen acht Äußartm^en 
bezeichne zugleich die einfache Bedingimg, welche eine C^-"* dadurch 
erfüllt, dass sie in der angegebenen Weise ausartet. Dadurch ent- 
stehen acht Ausartungsbedingungen. Zwischen diesen und den Be- 
dingungen V und Q lassen sich viele Gleichungen aufstellen, aus 
denen Herr Zeuthen mit Bestätigungen die folgenden beiden 
FoiTnelii erhält; 

6 . !■ - p = 2 4 + 3 ■ »i + 4 . ^ -f 3 . K -f G . A + 1 2 , >- + 2 . *, 
und 
27.i' = K + 20.g + 32.7; + 4(>.§ + 24.x + 45.A + 72.v-f-14.*. 

Wir stellen nun für mehrere Sorten von Flancurven vicrkr 
Ordnung die wichtigsten der von Herrn Zeuthen berechneten An- 
zahlen zusammen. 

I. Die Curve hat einen dreifachen Punkt, hat also in fester 
Ebene die Constantenzahl 10. Für sie ist: 



= 60 
. = 288 
1^=1332 



i^V'- 5496 
j.'^p*- 19728. 
i,SpS = 59940 



v*p' 



151008 
301032 
41« ^464976 



VQ-- 



• =546120 



II. Die Curve besitzt drei Doppelpunkte, hat also in fester 
Ebene die Constantenzahl 11. Für sie ist: 



= 2184 
= 7200 



1-80^= 21776 
.,.V= ■'59424 
vV^^ 143040 



.''=295544 
.'=505320 
.**= 699216 



.''=783584 

'"= 728160 

= 581904 



III. Die Curve besitzt zwei Doppelpunltte, hat also in fester 
Ebene die Constantenzahl 12. Es bezeichne b jeden der beiden 
Doppelpunkte, also b auch die Bedingung, dass einer von ihnen 
auf einer in der festen Ebene gegebenen Geraden liege, b^, die Be- 
dingung, dass ein Doppelpunkt gegeben ist. 



* Die algebraische Herleitung dieser Gradzahl einer gewissen tflcichung 
drd durch die gegenwärtige l'reisaufgabe der königl. dänischen Akademie 
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v" - 226 
»'V - 1010 
>'"'s«-4396 
„■(i"_ 18432 
»•?' - 73920 
»V -280660 
1,11p« _ 994320 
i/'s' -3230966 
»V -9409062 
»>» -23771160 
»V"- 50569620 
VI/" - 89120080 
o" - 129996216 



Iv" . 



6(." 



• 3972 

: 18336 
.81312 

• 342240 

. 1360952 
. 4908332 
. 16076136 
.46412832 
. 106132960 
.201239472 



S,»» -20 
l.yQ — 102 
6,»"9'-608 
S,rV-2448 
*,»■"«•- 11328 
J, »»()'- 49620 
6,i>'e"- 203272 
i.,i/»j'- 765288 
6,i/'()'-2699328 
h,ve' -7667088 
6,?>" -18037920 



IV. Die Ciirve liat eiiieu 
ConBfcantenzalil ist 13, 
SV -1 
SV"j>-6 
4V()'-36 
4V(.>-216 
SV p'- 1296 
SV(>'-7728 
B>»'p«_ 46382 
SVs'- 268112 
SV(i"- 1379412 
SV (>'- 6732832 
S>«(,i"- 27860600 
SV" -91446048 



Doppelpunkt, <ler S heisseu .soll. Die 



S„"p 
iv",,' 
lv\' 

s«'s' 



Ivp" 
Sp» 



-9 


v'" 


-27 


-62 


v^'d 


-144 


-300 


v"q 


-760 


-1728 


v'V 


-3960 


-9936 


«v 


-203O4 


-56688 


v»p6 


- 101952 


-318000 


!,>« 


-498336 


- 1729898 


,v 


- 2362720 


- 8888960 


v>p' 


- 10632444 


-41976108 


»»p* 


-45442800 


- 172056362 


„>■ 


- 181069912 


- 580054968 


l,^p^ 


- 663188288 


- 1663293916 


VQ^' 
pl3 


- 2054961360 

- 6474784888 



V. Die Curve besitat keinen Doppelpunkt, ist also panktall- 
gemein oder zwölften Eanges und hat die Constantenzahl 14. 



» -1 


v'd' 


- 1668096 


>'p-6 


v'q" 


- 9840040 


'■p>-36 


vV 


- 66481396 


■■p=-216 


J,äpl 


- 308389896 


iV-1296 


vV' 


- 1630346504 


»p" - 7776 


vpi» 


- 6633946576 


■p» -46656 


p'* 


-23011191144 


'p' -279600 
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§ 27. 

Anüahlen ^ir die lioearc Congruenz (Llt. 40). 

Die Gesammtheit der cw* Strahlen, welche zwei Gerade <j \md h 
xiigleich schueiden, nennen wir eine lineare Congnims C. Dieselbe 
liat den Bündelrang 1 und den Fe)drang 1. Sie besitzt zwei Aum- 
ai'tiingen: 

1. die Ausartung e, welche dadurch entsteht, dass die beiden 
erzeugenden Axen g und h unendlich nahe liegen, ohne im 
allgemeinen sich zu schneiden; 

2. die Ausartui^ ff, welche dadurch entsteht, dass die beiden 
erzeugenden Axen g und h sich schneiden, ohne im allge- 
meinen unendlich nahe zu liegen. 

Um die co^ Strahlen einer a^isgearteten Congraenz t zu er- 
halten, legen wii' durch eine der beiden unendlich nahen Axen, 
etwa durch g, eine Ebene «, diese schneidet Ä in einem einzigen 
Punkte V, weil ja g und Ä, obgleich unendlich nahe, nicht in einer 
und derselben Ebene sich befinden. Der durch den Coincidenzstrahl 
g gelegten Ebene v ist also in dieser Weise ein ganz bestimmter 
Punkt V auf eben diesem Strahle g zugeordnet, so dass jeder in 
V liegende und durch F gehende Strahl beide Axen schneidet. Die 
co^ Strahlen der Congmenz bilden also oo^ Sfcrablbüsehel, deren 
Scheitel auf dem Coincidenzstrahl g liegen und deren Ebenen durch 
g gehen. Da die Scheitel die Schnitte der Ebenen eines Ebenen- 
büschels mit einer ■ Geraden sind, so ist die Reihe der Scheitel der 
Reihe der Ebenen projectiv*. Die oo* Strahlen einer ausgearteten 
Congmenz ff werden gebildet erstens durch die Strahlen des 
Strahlenbündels, dessen Scheitel der Schnittpunkt p der beiden 
Strahlen g und h ist, zweitens durch die Strahlen des Strahlen- 
feldes, dessen Ebene die Schnittebene e der beiden Strahlen g und 
A ist. 

Ausser den beiden. Bedingungen & imd ff, welche a.usaprecheii, 
das« die Congmenz au einer Ausartimg b resp. ff wird, und den 
auf g imd h bezüglichen Bedingungen, definiren wir für die Con- 
gmenz C noch die beiden folgenden Bedingungen: 

die einfache Bedingung (3, dass die Congmenz C einen ihrer 
Sti-ahlen in einem gegebenen Strahlbüschel habe, und 

* Dieses Gebilde e würde in derjeuigen Geometrie von fünf Dimensionen, 
welche statt des Punktes oder des Strahle (Liniengeometrie) den Strahlbäsehel 
'^la ßaumelcmunt a^ulf^st, eine fundHrUiuutale ItoUe spielen (uf. piig. 0). 
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die zweifache Bedingung B, dass die Congruen/ einen ge- 
gebenen Strahl enthalte. 
Wir erinnern uns nun, daas wir die beiden Gleichnngen, welche 
zwischen 

s, G, g, h, ß 

bestehen, schon in § 15 abgeleitet haben, nur dass wir dort diese 
Bedingungen nicht eigentlich der linearen Congi'uonz, sondern dem 
aus g und h bestehenden Strahlenpaare zugewiesen haben. Wir 
entnehmen also dem § 15 (pag. 58) die Gleichungen: 

1) G + B-^ß, 

2) B=-o + 1i-ß, 
woraus folgt; 

4) 2.ß -g-h^r,. 

Ferner liaben wir gemäss den Definitionen von & und ö 

5) ah -= ag, 

6) eß = ap + (Tc, 

7) ff£--= ap* + ac\ 

Endlicii ist iiaeti den Jncidenzformeln (§ 12, ]Mi^. 41 NTr. ir>): 

8) -»-/!«-!-/' 
und 

9) B = ßh- h\ 

Man kann nun die 6 enthaltenden Ans artungs Symbole sehr 
leicht direet aus den axiomatiaehen Anzahlen berechnen, z. B. 
a{g + hy =-- Sbßg^h^ + 35« (/^7t* 

=-- UdöGh+UOeg^Jf^ 280, 
a g, h ß* = age h(p + ey=Q.0g^ hp^ i?* + 4 , ag, hp c^ 

— 10. cg,hi->e^= 10, 
aghßB' ^ öghQp + e)(p' + ey^2.0gh(p + <!).p'r' 
= 2 . (sghp^e^ + 2 . aghp^^ ^ 4. 
Von de]i e enthaltenden Symbolen wissen wir, dass diejenigen 
gleich null zu setzen sind, welche eine mehr als vierfache auf g 
und h bezügliche Bedingung enthalten, weil ja bei s der Strahl h 
dem Strahle g unendlich nahe liegt. 

Aus den Zahlen ß und aus deJijenigen Zahlen e, welche gleich 
null sind, lassen sich aber, Yermöge der obigen Formeln, die An- 
zahlen der linearen Congruenz leicht berechnen. " Dabei braucht 
man von zwei sich dual entsprechenden Symbolen oder von zwei Sym- 
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bolen, die durcli Vßrfauschung von ff und h in einandor übergehen, 
natürlich nur das eine zu berechnen. Wir haben also nur die im 
Folgenden angeführten einstufigen Systeme zu behandeln. Der 
Kürze wegen ist jedes System nach der dasselbe definir enden, 
siebenfachen Bedingung benannt. 

1. Im Systeme Ghs ist bekannt: £ = 0, 6=1, ^ = 0, h=l] 
also ergiebt sich auf zweifache Weise, nämlich sowohl aus Formel 
1 wie aus Formel 2 die Zahl: 

2. Im Systeme Gh^ß ist bekannt: e = 0, ö=l, (/=0, h=l; 
also: 

Ghß'^^-l, ebenso Ghpß^^l. 

3. Im Systeme GÄj5^ ist bekannt: e = 0, = 2, ^ = 0, A= 1 + 1; 
also: 

(?Äj53-2. 

4.1m Systeme Gß^ ist bekannt: G = 0, ,(? = 0, h'=''2; also 
(Fontiel 4): 

Gß-' = 1. 

5. Im Systeme (/jftä/i ist boltannt: « = 0, ö = 2, .(/=^1,Ä=1; also: 

6. Im Systeme ^,7(5^^ ist bekannt: c = 0, (j = (i,^=l,/( = 2; also; 

ffsKß^ — ^, ebenso ^sÄj,^^ = S. 

7. Im Systeme ^s'^i^' ist bekannt: (i = 6, ^ = 2, 7j = 6; also: 

8. Im Systeme g,ß* ist bekannt: e = 0, </ = !, Ä = 7; also: 

g,ß' = i. 

9. Im Systeme g^heß"^ ist bekannt: 6 = 4, .9 = 3, 7» = 3; also: 

geKß* = ^, ebenso gphpß^^^Ö. 
tO. Im Systeme gghpß^ ist bekannt: 6 = 6, (/ = 3, 7i = 3; also: 

11. Tm Systeme ^6^/5* ist bekannt: 6 = 10, ^ = 7, /( = 5 + 0; aiso: 

^,7tj5'^=14, ebenso g^kß^^lA. 

12. Im Systeme ß^/S^ ist bekannt: fl = 0, g = i, Ä= 14; also: 

^ij3" = 9, ebenso ^j,ji'' = 9. 

13. Im Systeme fjhß-' ist bekannt: 6 = 20, .<;-2S, ^ = 28; also: 

(/Ä,3'" = 38. 
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14. Im Systeme (7/5" ist bekamit: 5 = 0, f=18, Ä = 38; alao: 

15. Im Systeme |3' ist bekannt: iT = 0, (/=28, h = 2S; also: 

Ebenso kann maji diejenigen Systeme behandeln, deren defini- 
rende Bedingung auch B enthält. Die aus solchen Systemen her- 
vorgehenden Anzahlen kann man ausserdem auch direct durch die 
Pormehl 8 und 9 finden. Man findet so: 

Bg,h = l, BGh,^BGhj,^Q, Bßah = 0, Bßgji,^!, 
JJj32(? = 0, Bß''g,Ji = 2, Bß^gj,\.^Bß^g,K^2, Bß^gji^ = 2, 
Bß'g.^l, Bß^g^h-^b, B|3%-3, Bß^gli=U, 
Bß^g =10, Bß"=\0. 

B^a -0, B^g,h^O, B^K^'l, B^fuhp=l, 
B^ßg,=0, B^ßg.h^S, B^ß%^\, .B^ß^gh = ß, 
B^ß'>g^4, B'ß^^i. 

B^gp =0, B^gh = i, B^ßg^2, B^ß^^2, :ß* = 2. 
Bei jeder Congruenz, welche eine achtfache Bedingung erfüllt, 
die limie auf g oder h bezügliche Bedingung enthält, kann mau jede 
der beiden erzeugenden Axen als Strahl g resp. h auffassen. Des- 
halb müssen die numerischen Werthe derartiger achtfacher Beding- 
ungen halbirt werden, wenn man die Unterscheidung von g und h 
fallen lässt. Es folgen alao z. B. aus den Resultaten ß'* = 28, 
-^^*=10 die nachstehenden Sätze: 

„Es gieht vierzehn lineare Congruensm, wekhe in jedem von acht 
gegebenen Straklbüscheln einen Strahl hesitsen. 

Es giebt fünf linem-e Congntenem-, welche einen gegebenen Strahl 
tmä attsserdem sechs in gegebenen Strahlbüscheln liegende Strälü^i ent- 
halten." 

Wir führen noch die Bedingung f ein, welche verlangt, dass 
die lineare Congruenz irgend eine ihrer beiden erzeugenden Axen 
eine gegebene Gerade schneiden lässt. Dann ist also immer 

f-g + h. 

Vermittelst dieser öleiehung ergeben sieh die Werthe der f 
enthaltenden Symbole aus den oben angegebenen Zahlen, z. B. 
f'ß' = (3 + hfß' ^g'ß* + 4g^hß^+Gg^k'ß* + Agh^ß^ + h'ß* 

= 2.Gß^-\-8.gehß* + G.g,h,ß^ + Q.g,hpß'' 

+ G.g^h,ß* + G.gi.h^ß^ + 8.ghß^ + 2.Hß^ 

-4.1-[-16.7-!-l2.5-M2.6 

= 248. 
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= 4.3 + 2.14 = 40. 

Bei der Berechnung der oben abgeleiteten Zahlen ergeben sich 
auch die Werthe der t enthaltenden Symbole, Von diesen sind die 
folgenden von null verschieden. 

aß'G =1, sß%^i, 8ß% = Eß%^?>, 8ß'-g=^2Q, Bß'' = 2S, 
sBß^g.^l, eBß^ge = eBß^ffj,-=^, sBß*g=\0, tJiß'' = Ui, 
EB^ßy.^sB^ßgp^l, sB^ß^g^-i, tiJ^/5ä = 4, 
eB^g ^2,sB^ß = 2. 
Aus jeder dieser Anzahlen folgt wegen der co^ in s liegenden 
Strahlbflschel (cf. die oben gegebene Definition) ein Satz, welcher 
sich, auf eine gerade Punbtreihe und einen ihr projecUven Ebeaien- 
büsehel mit gemeinsamem Tr^er bezieht; z. B. ergehen die ersten 
von den eben zusammei^eatellten Anzahlen die Sätze: 

„Gegämi sind im Räume drd Ehenen nnd in jeder ein Funkt. 
Dann hat jede Gerade die Sigentschaß, die drei Eienen in drd Punk- 
ten SU sdmeidm, die hesiehungsweise projectio sind den drei Ebenol, 
Speiche die Gerade mü dett drd gegi^mien Bunkiei% verHnden. 

Cregd}en sind im Bamnc nier EJmim und in jeder ein Btmkt. 
Bann gieht es eimen Com^lex vierten Grades von Geraden, iveldie die 
Eigensdiaß haben, die vier Ehenen in vier FunJctm so m sehneiden, 
(lass diese vier Punkte den vier Ebenen projecUv sind, welche die Ge- 
rade mit den vier gegebenen PunMen verbinden. 

Gegeben sind im Baume fünf Ebenen und in jeder ein Pimkt. 
Bann giebt es eine Congruen^ vom Feldrtmg 9 und vom BOnddrang 
9, SO dass jede Gerade dieser Congruens die Eigensckaß hat, die fünf 
Eltenen in ßnf Punkien m sehneiden, die den fünf Ebenen jwojectiv 
sind, welehe die Gerade mit den fünf gegebenen Punkten verbinden. 

Gegeben sind im Saume sechs Ebenen und in jeder e« Purikt. 
Dann gi^t es eine LmienfUiche acMmdstoaniiigsten Grades, so dass 
jede Gerade dieser Idwlenfläehe die .Eigensdiaft hat, die sechs Eienen 
in seeJts Punkten zu sehneiden, die den sechs Ehenen projecUv sind, 
welche die Gerade mit den sechs gegebenen Purnktm vo'binden. 

Gegdten sind im Mmmte sieben Ehenen imd m jeder dn PtirJit. 
Dann gieht es achlumdswanzig Gerade, wdcfte die Eigensehaß haben, 
die sieben Ebenen in .sieben Fimkten su schneiden, die den sieBe« 
Ebenen jn-ojectiv sind, welche dM Gerade mit den stehen gegebenen, 
Punkten vei-binden." 
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Behandelt mao das Gebilde s wm setnei selb<!t willen, also ab- 
gesehen von seinem Zusammenhange mit der Imearen Congruenz 
und mit alleiniger Röcksicht auf die Projectivitafc, so erhalt man 
die obigen Anzahlen aus den Anzahlen seiner Aueartung fö (cf. § 15), 
für welche man dann folgende Definition auszusprechen hätte: 

„Die Ausartung sß besteht aus einem Strahle, welcher Tr%er 
einer geraden Punktreihe und eines Ebenenbüschels ist, so daaa eine 
ausgeartete ProjecUvitäi zwischen den Punkten und den Ebenen statt- 
findet, d. h. es ist jedem beliebigen Punkte eine und dieselbe (sin- 
gulare) Ebene und jeder beliebigen Ebene ein und derselbe (sin- 
gulä/re) Punkt zuzuordnen (§ 28)." 

Die Ausartungsbedingiing eö ist dami mit den beiden Beding- 
ungen sß und ag durch die Gleichui^ verbmiden, welche sich aus 
Formel 4 durch Multiplication mit e ergiebt, nämlich: 
2.ßE-'2.gE = B0 (§ 15, Formel 22). 
Die oben angegebenen Anzahlen der linearen Congruenz können 
dazu benutzt werden, um alle Formeln des g 15 zu controliren; 
z. B. ergiebt sich aus der Formel 31 des § 15 durch Multiplication 
mit ß"^ und Ersetzung der Symbole durch Anzahlen: 

0-1-0-1-0 4-0 + 3. 4+ 18 = l-|-7-|-5 + 5-f7 + l. 
Bei der linearen Congruenz existiren übrigens zwischen den 
fünfiachen, aus ß und g zusammengesetzten Symbolen allgemeine 
Gleichungen von demselben Character, wie die in | 16 für die 
Flächen zweiten Grades aufgestellten allgemeinen Gleichungen zwi- 
schen den aus ^, v, p zusammengesetzten Bedingungen. Dm solche 
Gleichungen abzuleiten, entnehmen wir dem § 15 die Formel 33; 

sepe + BBg + 4..£g>--G-\-g,'h + gphp-]r9Jh + g'h,-\-H, 
und Multipliciren dieselbe mit der Gleichung 2 dieses Pari^rapheu: 

g + h-ß^-B. 
Dann kommt: 

B6pe{2.g-ß) + 2.B'ßg^-E'ßß-^%.Ea-4..Eßg. 
= Gb + Gb^Ge + Gb + Gb + Gb 
oder 

Bape{2.g-ß) = EBß-'2.sBg''-\-4.Eßgr--2.tG. 

Nun ist wegen der Gleichungen 6 und 7: 

B6pe = \Eaß'^ — \ .B0B 
und, wie schon oben angegeben ist: 

' eG = 2.ßE-2.gE\ 
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also auch: 

Führt man dies oben ein, so kommt: 
{2.g^ß)(ß'^Ji){f-g).-,Bß-2.iBg- + i.ißg.-2.,G 
oder 

(ß^^Jl)(5ßg-ß'-29')=^eBß-2.£B_f + 4.sßg.-2.eG. 
Erseizt man nun überall B durch ßg—g^ (Formel 8), so erhält 
man achliesslieh: 

Bß^-A.Eß'g + l.üßY-e.Eßg' + 3.Eg^^0 
oder 

B(P'-ßS + 9')(ß'-3.ßg + 3.g')~0. 

Ersetzt man jetzt umgekehrt ßg—g^ durch B, so kommt: 
a(ß'-II)(ß'-3S)-0. 

Aus dieser Gleichung für das Gebilde s erhält man eine Gleich- 
ung für die lineare Coogruenz, indem man die Gleichung 2 mit 
{(3^ — B)(^* — 3-B) multiplicirt und die eben gefundene Gleichung 
anwendet. Dann kommt: 

(,g + h-ß){f-B)(l;'-aB)-0. 
Multiplicirt man aber die Gleieliiing 1 mit (/5^ — 2?) ((3^ - ■ 3 7t'), 
so kommt, da e{ß' -B){fi' -iE) null -wird: 
ß{ß'-^B)(ß'-SB)~0 
oder 

Diese Formel kann man leicht durch die berechneten Anzahlen 
controKren. Multiplicirt man sie z. B. mit (5^ und ersetzt die Sym- 
bole durch Anzahlen, so erhält mau: 

28-4.10 + 3.4 = 0. 

§28. 
Anzahlen für <Vie Oehilde, welche aus zwei Geraden tiestehen, 
doren Punkte oder Ebenen einander projectiv sind (Lit. 41). 
Im vorigen Paragraphen erkannten wir, dass das Gebilde s 
aus einer geraden Punktreihe und einem ihr prctjectivm Ebenen- 
büschel mit demselben Träger bestand und dass als Ausartung von 
£ das Gebilde e<j aufzufassen war^ welches aus einem Strahle g mit 
einem ihm incidenten Punkte p und einer ihm incidenten Ebene e 
bestand, so dass bei der Projeetivität jedem Punkte auf g die Ebene 
e und jeder Ebene durch g der Punkt j) zuzuordnen ist. Man konnte 
nun durch Vermittelung der Gleichung 
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3 ßi--S.<j,-,a 
mt, den leirht 7\\ he&timmenden, sß enthaltenden Sjmbokn zu den 
e imd ff odei ß enthaltenden Symbolen gelangen. Gerade so l^^sen 
sich nun aber auch alle Gebilde behandeln, welche aus zwei etn- 
anäfr projpctwm, em-^ußgen (irundgebüden mit beliebig lugmäeyi, Trä- 
gern zusammengesetzt sind Die dabei resultirenden Anzahlen lösen 
die Probleme det Fivjectwitat, welche zum Theil YOn Herrn Sturm 
m tlen Bänden I und VI dei Math. Ann. durch synthetisch-geome- 
trische Betrachtungen gelöst sind. Geht man dann von den Ge- 
bilden, welche aus zwei projectiven einstufigen Grundgebilden be- 
stehen, zu den Gebilden über, welche aus zwei projectiven swei- 
stußgen Grundgebilden zusammengesetzt sind, so gelangt man zu 
Problemen (hier in den §§ 31 und 32 behandelt), von denen ein 
kleiner Theil von Herrn Sturm in Band X der Math. Ann, gelöst 
ist, ein anderer grösserer TheU jedoch (die Probleme der OorrefoiiioM) 
von Herrn Hirst in den Proceed. London Math, Soc. Band V und "VTII 
und von Herrn Sturm in Band XH der Math. Ann. aus Ämartungs- 
fmsahlm berechnet ist. Bei der analogen Behandlung des Gebildes, 
welches aus dem Punktraume imd dem eindeutig darauf bezogenen 
Ebenenraume besteht, beabsichtigt Herr Hirst, die Symbolik des 
Verfassers zu verwerthen. 

Hier soll zunächst das Gebilde F von der Constantenzahl 11 
behandelt werden, welches aus zwei Geraden g und h besteht, von 
denen die erste, g, Träger einer geraden Ftmhtreihe, die zweite, /*, 
Träger einer dam projectiven Eimenreihe ist. Um die Ausartung 
dieses Gebildes deutlich zu erkeonen, denken wir uns ausser den 
beiden, in beliebiger Lage befindlichen Geraden g und h eine dritte 
Gerade l, welche beide sehneidet, und zwar h in q. Dann projicirt 
der Ebenenbiischel durch h die Punttreihe auf l derartig, dass jeder 
Ebene durch h der Punkt q auf l entspricht, dass aber der Ver- 
bindungsebene e von h und l jeder Punkt auf l entspricht. Pro- 
jicirt man daher weiter die Punktreihe in l auf die Gerade g durch 
irgend einen in der Ebene von l und g liegenden Strahlbüschel, 
so entspricht dem Punkte 5 in i ein bestimmter Pankt p auf g, 
also durch Verraittelung von l jeder Ebene durch h ein bestimmter 
Punkt p auf <?, aber der besonderen Ebene e durch h jeder Punkt 
auf g. Die so gewonnene Ausartung der beiden projectiv auf ein- 
ander bezogenen einstufigen Grundgebilde hat also folgende Definition : 

Die Ausartung ij des Gebildes F besteht aus einer Geraden g, 
auf welcher ein singuVirer Punkt p liegt, und einer Geraden ä, 
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durch welche eine singulare Ehene c. geht, so dass jedem "beliebigen 
Punkte in g die Ebene e und jeder beliebigen Ebene durch h der 
Punkt p zuzuordnen ist. Die Constantenzahl dieser Ausartung 7; 
ist also gleich 

(4 + l) + (4 + l), 

also um 1 kleiner als die Constantenzahl des allgemeinen Gebildes 
F. r erfüllt also eine einfache Bedingung, wenn es za einer Aus- 
artung T) wird. Diese einfache Bedingung heisse auch ?;. 
Ausser den einfachen Bedingungen 

S> '^ n 

definiren wir noch die einfdche Bedingung ^, welche verlangt, dass 
eine gegebene Ebene g in einem Punkte sehneidet, welcher pro- 
jeetiv entspricht der Ebene, welche durch h und einen gegebenen 
Punkt geht. DtircJt die Bedingung g tverden also sowoM ein PtmJct, 
als auch eine sugeoräneie Bhene als gegeben hctrcwhtct. Zwischen den 
vier einfachen Bedingungen 

f, ^', V, S 
besteht mm eine all gern eingiltige Gfleichung, welche wir jetzt ab- 
leiten wollen. Wir setzen ein einstufiges System von Gehildeu P 
voraus und nehmen zwei Pimkte A und B willkürlich, an. Ver- 
bindet man dann die Gerade h jedes |der cc^ Gebilde F mit den 
Punkten A und B durch Ebenen, so entsprechen in jedem Gebilde 
r diesen beiden Ebenen zwei Punkte auf der zugehörigen Geraden g. 
Je zwei solche Punkte fassen wir zu einem Pun^ktepaar zusammen 
und wenden auf das erhaltene einstufige System von Pmiktepaaren 
die Coincidenzformel erster Dimension für Punktepaare (§ 13) an; 
dann haben wir für das Symbol p des § 13 §, für das Symbol q 
des § 13 auch £ und für das Symbol g des % 13 g einzusetzen. 
Das Ooineidenzsymbol s wird erfüllt erstens von jedem F, bei wel- 
chem die Punkte A und B mit h in derselben Ebene liegen, d. h. 
welches die Bedingung h erfüllt, zweitens von jedem F, bei wel- 
chem zwei verschiedenen Ebenen durch k ein und derselbe Punkt 
auf g entspricht, d, h. welches die Ausartungsbedingung j; erfüllt; 
also hat man: 

^ + ^-g-h-\-7i 
oder 

1) 2.^ = g + h + 7i. 

Hat man daher alle Symbole berechnet, welche ij und ausserdem 
eine aus g und Grundbedingungen von g und h zuaamm 
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Bedingung enthalten, ao kann man vermittelst dieser Formel zu 
den Werthen aller aus g,h, % zusammengesetzten elffaclien Sym- 
bole gelangen. Man hat nur mit denjenigen einstufigen Systemen 
zu beginnen, deren definirende Bedingung GH als Faktor enthält, 
weil für diese die Zahlen g und h gleich null sind. Dann hat man 
zu den Systemen ffuff und ö/t,, von diesen zu den Systemen ffeH, 
OpH, g,h: und so fort überzugehen. Analog gelangten wir bei den 
Plancurven (§§ 20, 23 und 24) von den Werthen der n^ enthalten- 
den Symbole zu den Werthen der ji^ enthaltenden Symbole und 
so fort. 

Was die Berechnung der Ausartungsanzahlen i? angeht, so 
haben wir nur zu beachten, dass eine Ausarfcui^ i; die Bedii^ui^ 
£ auf stveierlei Weise erfüllen kann, erstens dadurch, dass die Ebene 
der Bedittgung g die Gerade g in dem singulären Punkte p achnei- 
det, zweitens dadurch, daas der Punkt der Bedingui^ g auf der 
durch h gehenden singulären Ebene e liegt; also ist: 
2) 7jt = -yiP + n^. 

Diese Beziehung führt die Ausartungsanzahlen ^ auf die axio- 
matischen Änzahlm des Baumes zurück. Es ergiebt sich sehr leicht, 
daas alle 7} enthaltenden Symbole den Werth haben, mit Aus- 
nahme von: 

riaHi^^-r}GH(j) + ey='7iGHp^ + 2.'tiGHpe + riGHe^ 
= 0-1-2. l-!-0 = 2, 

ij5,.ffg= =^ nffsff(j> + ef =- 3, . tigjip^e - 3, 

ngpH^--4^.7igpHp''c^'^, 

Daraua folgen durch die Formel 1 die in der folgenden Tabelle 
stehenden Werthe von g, wobei immer die Werthe von g und h 
aus schon berechneten Anzahlen folgen. Die definirende zehnfache 
Bedingung steht links voran. Wegen des dualen Verhaltens des 
Ebenenbüschels durch /* und der geraden Punktreihe auf g haben 
immer identische Werthe zwei solche Symbole, welche durch duale 
Umwandlung und gleichzeitige Vertauschung von g und Ji aus ein- 
ander hervorgehen, z. B. 

gi/h^ xmdg.hf; 
es komiten deshalb mehrere Systeme fortgelassen wei'den. 
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TabeUe 


der Systeme. 
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g 
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£ 
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2 
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4 





2 


3 


G,f 








2 


1 


S.W 
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2 


2 


B 
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gXf 


10 


3 
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5 


3 
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1 
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a,h,i' 
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9,\V 
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3 


3 


Srhf 


20 


i) 


9 


19 


sX 
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7 


4 


S.hV 







6 + 3 


8 


g.H' 





7 


6 + 19 


16 


9.f 





4 


8 


6 


g,f 





4 


16 


10 


ghf 





8 + 16 


16 + 8 


24 


g^ 





6 + 10 


24 


20 


r 





20 


20 


20 



Die vielfachen Bedingungen kann man vermöge der Incidenu- 
formein leicht auf die aus g, fi, g zusammengesetzten Bedingvingen 
zuriiekfüliren. Bezeielmet z, B. x die Bedingung, dass einer der 
Punkte ia (/ auf einer gegebenen Gerad&2 liegen soll, wahrend die 
projeetiv zugeordnete Ebene durch einen gegebenen Punkt gehen 
soll, so hat man nach der Incidenzformel I: 

3) x=-gi-g,, 

ülso z. B.: x^ ^gV-''-9^^ = ^0-G = U, 

xH''=gn'-2.g.^ + Gi'^(G + 10)-2A + l=9. 
Wendet man auf das aus den beiden Strahlen g und h be- 
stehende Strahlenpaar die Ooincidenzformeln des § 15 au, so erhält 
man aus den einundzwanzig oben abgeleiteten Zahlen eine Reihe 
von neuen Zahlen. Dabei beachte man, dasa nur volle Coincidenzen 
der Strahlen g und h stattfinden können, d. h., dasa g und /* immer 
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derai-tig coineidiren, dass sie sich schneiden und ihi- Schnittpunkt 
sowohl, wie ihre Schnittebene unbestimmt werden. Also folgt z. B. 
aus der Formel 5 des § 15, da^s die Bedingung, die beiden Äxen 
g und h sollen sieh schneiden, gleich 

g + h 
ist. Ferner folgen aus den Formeln 34 hia 38 des § 15 die Sätze: 

1. Diejenigen Strahlen des Raumes, auf welchen vier gegebene 
Ebenen vier Schnittpunkte, und vier gegebene, zugeordnete Punkte 
vier Verbindungsebenen so bestimmen, dass die vier Verbindui^s- 
ebenen den vier Schnittpunkten projectiv sind, bilden einen Complex 
vom Grade: 

2. Diejenigen Strahlen, auf welchen fünf gegebene Ebenen fünf 
Schnittpunkte bestimmen, die projectiv sind den fünf Verbindungs- 
ebenen mit fünf gegebenen, zugeordneten Funkten, bilden eine Con- 
gvnenz mit dem I'eldraj^: 

und dem Bündelrang: 

iHOh^+gA + g^ifj-^-i + b + d^-d. 

3. Diejenigen Strahlen, auf welchen sechs gegebene Ebenen 
sechs Schnittpunkte bestimmen, die projectiv sind den sechs Ver- 
bindungsebenen mit sechs gegebenen, zugeordneten Punkten, bilden 
eine Linienfläche vom Grade: 

t\Gh+g.h^ + gX + 9ph + Seh + 9H)^2 + B + 9 + 9 + 3 + 2^2S. 

Diejenigen Strahlen des Raumes, auf welchen sieben gegebene 
Ebenen sieben Schnittpunkte bestimmen, die projectiv sind den 
sieben Verbindungs ebenen mit sieben gegebenen, zugeordneten 
Punkten, sind vorhanden in der Anzahl: 
V(G + ff,h + g^hp+gA + 9h + ir)^l + 7 + Q + 6 + 7 + 1^28. 

Die eben berechneten Anzahlen sind nichts anderes als die 
Anzahlen: 

^ß%, sßhj,, aß^y,,, sß^'g, sß' 
des § 27. 

Wir betrachten jetzt zweitens das Gebilde r' mit der Gon- 
stantenzahl 11, welches aus zwei Geraden g und h besteht, ivelche 
beide Träger von priyectivm Elienenbüschdn sind. Denlit man sich 
eine Gerade l, welche g und /* sehneidet, und projicirt die gerade 
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Puiibtreihe auf l sowohl Yermittels't der Ebenen durch (/, wie auek 
vermibtelst der Ebenen durch Ä, so erhält man die folgende Aus- 
artung des Gebildes F': 

„IMe Ausarttmg ij besteht aus m%er Geraden g, durch welche dne 
singulare Ebene f geht, mid einer Geraden h, durch welche eine singur 
läre Ebene e gAt, so dass jeder Ebene durch g die Ebme e, imd jeder 
Ebene durch h die Ebene f eumordnen ist. Indem F' m einer Aus- 
arkmg »j wird, erfüllt es eine einfache Bedingung, weinte wir auch 
mit 71 ieseichnen." 

Zu den einfachen Bedingungen g, h, ij fügen wir noch die 
einfaehe Bedingung £, welche aussprechen soll, dass durch g und 
einen gegebenen Punkt eine Ebene geht, welche projectiv entspricht 
einer Ebene, die durch /( und einen zweiten gegebenen Punlft geht. 
Durch £ sind also zwei Punkte gegeben, von denen der eine g, der 
andere h zuzuordnen ist. 

Um eine Gleichiuig zwischen den vier einfachen Bedingungen 
g, ^h V, t 
zu erhalten, setzen wir ein einstufiges System von Gebilden F' 
voraus und nehmen zwei Punkte Ä und B willkürlich an. Ver- 
bindet man bei jedem der oo' Gebilde F' h mit A und B durch 
zwei Ebenen, so gehören diesen beiden Ebenen fiir jedes V zwei 
Ebenen durch g zu. Je zwei solche Ebenen fassen wir zu einem 
Ebenenpaar zusammen. Auf das erhaltene einstufige System von 
EbenenpaLii-en wenden wir dann die Ooincidenzformel erster Dimen- 
sion für Ebenenpaare an. Dann hekommen wir, ähnlieh wie oben 
bei Fl 

t + i-g-J^ + n 

oder 
4) 2.^ = g + h + ri. 

Hiemach kami man, ebenso wie oben, alle elffaehen aus 
g, /(, £ zusammengesetzten Symbole bestimmen, sobald die tj ent- 
haltenden Symbole berechnet sind. Da aber der Ebenenbüschel aus 
der geraden Punktreihe durch duale Umformung hervorgeht, so 
stimmt bei unserem F' der Werth jedes tj enthaltenden Symbols 
mit dem Werthe desjenigen auf F bezüglichen Symbols überein, 
welches aus dem erstgenannten Symbole dadurch hervorgeht, dass 
man die auf g bezügliche Bedingung dual umformt, die übrigen 
Bedingungen aber unverändert lässt. Da femer auch Gleichung 
4 aus Gleichung 1 hervorgeht, indem man alle Bedingungen un- 
verändert lässt, nur g dual umformt, d. h. auch unverändert lässfc. 
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SO ist der Werth jedes Symbola für unser Gebilde T' gleich dem 
Wertiie desjenigen Symbols für T^ welches dadurch entstellt, dass 
man die auf g bezügliche Bedingung dual umfonnt, die übrigen 
Bedingungen unverändert lässt. Wir können daher die Zahlen für 
r' aus der Tabelle der Zahlen für F unmittelbar ablesen und er- 
halten dadurch: 

GH^^=\, QK^ = 2, GA.£^=3, GhjX^^l, gJht^-b, 

GH'' =2, gXV--^, gM"-^, 

Gl-' =1, gM' ='i, gphV-Q, gpJhVs, gAV-i^, 

g,^ =4, g^h^^S, gM' =16, 

gp^ -=6, <7.£» =10, gH' =24, ^gio =20, £" -20. 
Jedem von den eben angegebenen Symbolen ist jetzt dasjenige 
gleich, welches aus ihm durch Vertauschung von g und h hervor- 
geht, z. B. gji,^^'=9, (/pAi£" = 3. Die ehen berechneten Zahlen 
sind schon von Herrn Sturm in seinen „Problemen der räumlichen 
Projectivität" (Math. Ann. Bd. VI) auf anderem Wege gefunden. 

Wendet man auf das aus g und h gebildete Sfcrahlenpaar 
wieder die Coineidenzformeln 34 bis 38 des § 15 an, so erhält 
man die Sätze: 

1. Diejenigen Strahlen des Raumes, welche, mit vier gegebenen 
Punkten verbunden. Ebenen liefern, die projectiv sind den vier 
Verbindungsebenen mit vier anderen gegebenen, zugeordneten Punkten, 
bilden einen Oomplex vom Grade 

Gh, + gJi^2 + 2^4. 

2. Diejenigen Sta-ahlen des Raumes, welche, mit fünf gegebenen 
Punkten verbunden. Ebenen liefern, die projectiv sind don fünf 
Verhindungs ebenen mit fünf anderen gegebenen, zugeordneten Punkten, 
bilden eine Congruenz vom Feldrang: 

Gh + gJh + g.S^^-^ 5+3=11, 
und voiu Bündelrang: 

Gkp+gJh+gpH= H- 5 -|- 1 = 7. 

3. Diejenigen Strahlen des Baumes, welche, mit sechs gegebenen 
Paukten verbunden. Ebenen liefern, die projectiv sind den sechs 
Verbiudungsebenen mit sechs anderen gegebenen, zugeordneten 
Punkten, bilden eine Linienfläohe vom Grade 

Gh+gA+gA + 0A + gJh + gS:=2 + 9 + S + 9 + 'd + 2 = 28. 
Es giebt im Räume 

G + g,h + >jA + g^h,, +gK + 11=1+1 + 10 + '^ + 1 + 1 = 3^ 
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Stralilen, welche, mit sieben gegebenen Pmikten verbunden, sieben 
Ebenen liefern, die projectiv sind den sieben Verbindungs ebenen 
mit sieben anderen gegebenen, zugeordneten Punkten. 

Die letztgenannten Anzahlen leitete der Verfasser schon in den 
Math. Ann. Bd. 10, pag. 89 aus den Sturm'schen Anzahlen ab. 

§ 29. 

Atizalileii für das Gebilde, welches aus omeiii Ebcneiiliüschel 

und einem ilini projectiven Strahlbüscliel l)esteht (Lit. 41), 

Wir betrachten das Gfebilde T, welches aus einem Ebenen- 
büschel mit dem Tr%er g und einem Strahlbüsehel mit dem Schei- 
tel p und der Ebene e sö zusammengesetzt ist, dass die Stralilen 
des Strahlbüsehels den Ebenen des Ebenenbüschels projectiv sind. 
Die Constantenzahl dieses Gebildes ist 4 -j- 5 -|- 3 =- 12. Für seine 
Ausartung g gewinnen wir durch Projectionen der einstufigen Grimd- 
gebilde auf einander, analog wie in § 28, die folgende Definition: 

Die Ausartung S besteht aus einer Greraden g, durch welche 
eine singulare Ebene f geht, und einem StraKlbüselie], der den 
Scheitel p, die Ebene e und einen sit^ulUren Strahl k besitzt, so 
dass jeder Ebene durch g der Strahl h und jedem Strahle des 
Strahlbüsehels die Ebene f entspricht. Indem ein Grebilde F zu 
einer Ausartung S wird, erfüllt es eine einfache Bedingung, die wir 
auch mit S bezeichnen. 

Zu den einfachen Bedingungen: 

9, P, <•', ^ 
fügen wir noch die einfache Bedingung g, welche ausspricht, dajss 
durch g imd einen gegebenen Punkt eine Ebene geht, die projectiv 
ist dem Strahle, welcher, in dem Strahlbüschel (p, e) liegend, eine 
gegebene Gerade schneidet. Dv/rch g werden also ein Punkt und eine 
Gerade als gegeben vorawsgesei^t. Um die Gleichung abzuleiten, die 
zwischen den fünf Bedingungen: 

9, P, e, S, t 
besteht, setzen wir ein einstufiges System von Gebilden F voraus, 
nehmen willkürlich zwei Punkte A und B an und verbinden in 
jedem der od^ Gebilde F g mit A und B durch zwei Ebenen. Die 
diesen beiden Ebenen entsprechenden Strahlen des zugeordneten 
Strahlbüschels fassen wir als Strahlenpaar zusammen und wenden 
auf das erhaltene einstufige System von Strahlenpaaren die Coinci- 
denaformel 21 des § 15 an, Daim erhalten wir: 
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Verinittelst dieser Foiiael können wir, indem wir so verfahren 
wie in § 28, alle aus p, e, (/, ^ zusammengesetzten zwölfiachen 
Symbole bereclmen, sobald die ä enthaltenden Ausartungssymbole 
berecbnet vorliegen. Diese Ausartungssymbole aber bestimmen sich 
wieder sehr leicht durch Combinationszahlen, Es iat nämlich, analog 
der Gleichung 2 des § 28: 

z.B. 

tfpe(? £^ = tfjjeG' (/■+ Ä;)'i = 5^ . iJiieff/'/c* =^ 5^ . 2 = 10, 

dp^g, t' = Speg, (f+ hf = 6g . dpek^'g.f ^ 6g . 2 = 40. 
So erhält man nach und nach die in der folgenden Tabelle 
unter g zusammengestellten Anzahlen aus den unter ä stehenden 
Äusartungsanzahlen und den schon berechneten, unter p, e, g stehen- 
den Anzahlen. Die definirenden Bedingungen der betrachteten ein- 
stufigen Systeme sind links Torangestellt. Viele Systeme konnten 
jedoch fortgelassen werden, weil der Werth jedes zwölffachen auf 
-T bezüglichen Symbols identisch ist mit dem Werthe desjenigen 
zwölffachen Symbols, welches entsteht, indem man die Strahlbüsehel- 
bedingung dual umformt, die übrigen Bedingungen aber imverändert 
las st. 
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Die üben berechneten 48 Anzahlen sind zugleich auch die An- 
zahlen für das dual transformirte Gebilde f, welches aus einer 
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geraden Punktreibe mit dem Träger g und einem Stralilbüschel be- 
steht, dessen Strahlen den Punkten auf (/ projectiv sind, Bezeicbnet 
man die Bedingungen für dieses Gebilde ebenso wie für T, so ist 
der Werth jedes Symbols für F gleich dem Werthe desjenigen auf 
r" bezüglichen Symbols, welches entsteht, weim man die auf p- be- 
zögliehe Bedingung dual umformt und die übrigen unverändert lässt, 

§ 30. 

Anzahlen für das Gebilde, welches aus zwei projectiven 

Strahlliüscheln hesteht (Lit. 41). 

Wii* betrachten das Gebilde P mit der Constantenzahl 13, wel- 
ches aus zwei Strahlbüseheln mit den. Scheiteln p und '^ und den 
Ebenen e und d so zusammengesetzt ist, dass die Strahlen des einen 
Strahlbüschels den Strahlen des anderen projectiv sind, f'ür f 
finden wir, analt^ wie in den §§ 28 und 29, durch Projectionen 
eine Ausartung y mit folgender Definition: 

Die Ausartui^ y besteht aus einem Strahlbüschel, der de:! 
Scheitel p, die Ebene e und den singulären Strahl /c hat, und aus 
einem zweiten Strahlbüschel mit dem Scheitel p', der Ebene e* und 
dem singulären Strahl V, so dass jedem Strahle des ersten Stralil- 
büschels der Strahl h' im zweiten Stiuhlbüschel und umgekehrt 
jedem Strahle des zweiten Strahlbüschels der Strahl Ic im ersten 
Strahlbüschel projectiv zuzuordnen ist. Indem F zu einer Ausartung 
y wird, erfüllt es eine einfache Bedingung, die wir auch mit y 
bezeichnen. 

Wir definiren femer die einfache Bedii^ung §, welche aus- 
sprechen soll, dass zwei gegebene Gerade von entsprechenden 
Strahlen der beiden Strahlbüschel geschnitten werden aollen. Um 
die Gleichung abzuleiten, die zwischen den sechs einfachen Beding- 
ungen 

f, p, e, r>', c', £ 
besteht, setzen wir ein einstufiges System von Gebilden F voi'aus 
nnd nehinen zwei Gerade a und h willkürlich an. In jedem der 
00 ^ Gebilde F ziehen wir dami zu den beiden Strahlen, welche 
durch p gehen, in e liegen und a resp. h schneiden, die entsprechen- 
den Strahlen in dem zweiten Sti-ahlbüschel mit dem Scheitel ^ 
und der Ebene d. Die beiden so consti-uirten Strahlen jedes in 
dem einstufigen Systeme liegenden Gebildes F fassen wir zu einem 
Strahl enpaare zusammen, und wenden dann auf das erhaltene, eio- 
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stufige System von Stralilenpaaren die Coiucidenzfonnel 21 des § 15 
an. Dabei beachten wir, dass das Ooincidenzsymbol erfüllt wird 
erstens von jedem Gebilde V, welches die Ausortimgsbedingung y 
erfüllt, zweitens aber auch von jedem Gebilde, bei welchem ein 
Strahl, der dem Strahlbüschei (p, e) angehört, a und Ji zugleich 
schneidet, d. h. welches die Bedingung 

P + e 
erfüllt, da ja immer (§ 6) g^ = gc-\-9p ist. Wir erhalten also die 
folgende Gleichung: 

oder 

1) ^.^^y + p + c+p' + f^. 

Vermittelst dieser Formel finden wir durch dasselbe Vorfahren 
wie in den §§ 28 und 29 die Wei-the der auf F bezüglichen Sym- 
bole aus den Werthen der y enthaltenden Aus artungs Symbole, Die 
letzteren siad wieder grösstentheils null, die wenigen von null ver- 
schiedenen sind Producte einer Oombinationszahl mit 1 oder 2, mit 
2, weil es zwei Gerade giebt, die vier gegebene Gerade aclmeiden. 
So erhält man nach und nach die in der folgenden Tabelle unter g 
zusammengestellten Anzahlen, Die definirenden Bedingungen der 
betrachteten einstufigen Systeme suid wieder links vorangestellt. 
Die ihnen zugehörigen Zahlen p, e, p', 4 sind immer schon aus 
vor anstehenden Systemen bekannt. Viele Systeme konnten fort- 
gelassen werden, weil der Werth jedes dreizehnfachen Symbols iden- 
tisch ist mit den Werthen aller derjenigen Symbole, welche ent- 
stehen, wenn man die auf ^, e oder die auf ß', e* oder die auf p, 
e, ^, e" bezügliche Bedingung dual umformt und alles übrige un- 
verändert lässt. 



Tabelle der Systeme, 
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140 


42 


42 


88 


88 


200 


li-eS- 








8 


33 


32 


36 


j,y? 








32 


16 


36 


42 


()«/?• 





32 


32 


64 


200 


104 


yV'S" 





16 


80 


16 


80 


96 


yy.i'f 





36 


236 


80 


80 


216 


IJ.jVP 


280 


236 


236 


236 


236 


612 


t'e 








36 


42 


42 


60 


pef 





36 


36 


164 


164 


200 


pVf 





42 


206 


96 


216 


280 


J)8J.'f 





206 


206 


216 


612 


620 


*'r 





60 


260 


280 


280 


440 


pei" 





260 


260 


620 


620 


880 


p^^l« 





280 


620 


280 


620 


900 


PS" 





440 


880 


900 


900 


1660 


S" 





1560 


1660 


1560 


1660 


3120 



Zur Verdeutlichung sprechen wir einige von den erhaltenen 36 
Anzahlen in Worten aus. 

1. Äüsj>Vg8 = 8 folgt: 

Es seien zwei Gfruppen YOn je acht Geraden gegeben, so dass 
achtmal zwei Geraden einander zugeordnet sind. Dann gehören 
jedem Strahlbfisehel des Riiuraes acht Strahlbüschel derartig zu, 
dass die acht Strahlen, welche, in dem einen Strahlbüschel liegend, 
die acht Geraden der einen Gruppe schneiden, projectiv sind den 
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ap,ht Strahlen, welche, in dem anderen Strahlhttsehel liegend, die 
acht Geraden der anderen Gruppe schneiden. 

2. Aus j3Väg9_96 folgt; 

Es seien zwei Gruppen von je neun Geraden gegehen, so dass 
neunmal zwei Gerade einander zugeordnet sind, und ausserdem sei 
eine Gerade a gegeben. Man denke sich in jedem der co^ Strahl- 
höschel, die ihren Scheitel auf a haben, die nenn Strahlen gezogen, 
welche die neun Geraden der einen Gruppe achneiden. Dann giebt 
es Go^ Strahlbnschel, in denen neun Strahlen liegen, welche die 
neun zugeordneten Geraden der anderen Gruppe achneiden und zu- 
gleich den erstgenannten neun Strahlen projeetiv sind. Die Scheitel 
dieser oo^ Strahlbüschel bilden eine Fläche von der sechsundnenn- 
zigsten Ordnung. 

3. Aus g'^ = 3120 folgt: 

.Es seie« me&, Gruppen von je ärdzehn Gei-aden, gegehen, so dass 
äreiselmmal zwei Gerade einander sttgeordnet sind. Bann giebt es im 
Batmie . 31äO mal moei StraWhüsehM, welche je dreiselm Strahlen von 
folgender Beschaffe^dt hesitgen. Die d/reisdm Strählen des eilten 
BüsMs schneiden die drmehn Geraden der ersten gegebenen Gnippe, 
und die dreisäm Strahlen des anderen Büschels schneiden die äremhn 
Geraden det^ anderen Gruppe, so dass imm^ zwei Strahlern, ivelclie 
angeordnete Gerade sdmeiden, sich projecUv entsprechen. 

§ Bl. 
AnznlilPii für <lfts aus zwei collineaveii Itüudolii l)esi;e]ieiide 
Gebilde (Lit. 42), 
Die Anzahlen für zwei projective Grundgebilde zweiter Stufe 
lassen sich in ähnlicher Weise aus ihren Ausartungsanzahlen be- 
rechnen, wie die Anzahlen fiir zwei projective Grundgebilde erster 
Stufe in den vorhergehenden Paragraphen berechnet sind. Zunächst 
behandeln wir das Gebilde F mit der Constantenzahl 14, welches 
aus zwei in allgemeiner Lage befindlichen coUinearen Bündeln B und 
£' mit den Scheiteln p und p' besteht. Zwei solche coliineare 
Bündel erhält man z. B. in den Punkten G und C, wenn man zwei 
Ebenen e und e' und einen Punkt 8 annimmt, dann jedem Punkte 
Ä auf e denjenigen Punkt A' auf e' zuordnet, in welchem e' von 
dem Verbindungsstrahl ÄS geschnitten wird, und die so zugeord- 
neten Punkte A und A' mit C und G' verbindet. Dadurch wird 
jedem Strahle durch C ein bestimmter Strahl durch C' und auch 



y Google 



Die Bereclinimg- von Anzahlen dnroh Aiisii,i'tungon. 200 

jeder Ebene durch C eine bestimmte Ebene durch. C zugeordnet, 
und zwar so, dass, weim ein Strahl durch in einer gewissen 
Ebene liegt, der zugeordnete Strahl auch in der zugeordneten Ebene 
liegt. Einen Strahl des einen Bündels und eine Ebene des andern 
Bündels nennen wir demgemäse conjuffirt, wenn der dem Strahle 
entsprechende Strahl in der Ebene liegt oder, was dasselbe ist, 
wenn die der Ebene entsprechende Ebene durch den Strahl geht. 
Nimmt man specieller S in der Ebene e an, so gehört jedem Punläe 
A auf e ein Punkt ^ auf der Sclmitt^eraden l von e und c' au, 
so dass jedem Strahle durch G ein Strahl durch C zugehört, welcher 
l sehneidet. Umgekehrt gehört jedem beliebigen Strahle durch C 
ein und derselbe Strahl durch G zu, nämlich der Verbindui^satrahl 
GS. Einer beliebigen Ebene durch entspricht ein Strahl auf e, 
diesem der Strahl l auf e' und diesem endlieh die Verbindungsebene 
von C mit l. Umgekehrt aber entspricht einer beliebigen Ebene 
durch C eine Ebene durch G, welche auch durch S geht. Dabei 
sind die Ebenen durch den Strahl GS perspectiv den Punkten auf 
l, und diese wieder perspectiv den Strahlen des Strahlbüschels, 
welcher 6" zum Scheitel hat und in der Verbindungsebene von G' 
mit l liegt. Also sind die Strahlen des letzlgenannten Strahl- 
büschels projectiv den Ebenen durch den Strahl CS. Wir erhalten 
deragemäsB eine Ausartung unseres Gfebildes F mit folgender Definition: 
Die Ausartung x ist mts mcei collinearen Bimdeln mit den 
Sdmteln p und p' eusammmgesetd, so dass durch p an dngularer 
Strahl g, durch p' eine singulare Ebene e' geht. Jeder Ebene dtvrck p 
ent^richt im dllgememen nur die Ebern e', jedem Strahle durch p' 
nur der SiraM g. Jeder Ebme durch g oJer mtsprechen die sämmt- 
liehen oo^ Ehenen, wdcJte durch einen gans bestimmten, mgeordneten 
Strahl auf e' gehen, und jedem Strahle auf e' die sämmtlichen go' 
Strahlen, welche in einer bestimmten, mgeordnetm Ebene durch g 
liegen. Dabei sind die a>' Ebenen dwrch g projectiv den oo^ StraJüen 
des Strahlbüschels, der mit dem Scheitel p' in der Ebene e' liegt 
Die Constantenzahl von x ist also 3 + 3 + 2 + 2 + 3=13. Diese 
Zahl ist um 1 grösser als die Constantenzahl des in § 29 be- 
handelten Gebildes, weil nach Festlegung der Träger des StraM- 
büschels und des dazu projectiven Ebenenbüschela noch eiae ein- 
fache Bedir^ung erforderlich ist, um auf dem Träger g des Ebenen- 
büschels den Scheitel p festzulegen. Indem ein Gebilde F zu 
einem Gfebilde x ausartet, erfüllt es eine anfache Bedingung, 
welche wir auch mit x bezeichnen. 
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Bei der Erzeugung von % hatten wir den Punkt S a.uf die 
Ebene e gelegt. Legen wir zweitens S auf die Ebene e', so erhalten 
wir eine zweite Ausartung «', die sich YOn x nur dadurch unter- 
scheidet, dass nicht durch p, sondern durch p' ein singulärer Strahl 
geht, der nun g' heissen soll, und dass nicht durch p', sondern 
durch p eine sii^ulare Ebene geht, die nun e heissen soll. Die 
Bedingui^, welche F dadurch erfüllt, dass es in ein Gebilde x' 
ausartet, bezeichnen wir auch mit x'. 

Zu den bisher eingeführten einfachen Bedingungen 
p, p', K, «' 
fügen wir noch die beiden einfachen Bedingungen t und g'. § be- 
zeichne die Bedingung, dass von zwei entsprechenden Strahlen der 
durch p gehende eine gegebene Gorade schneide, der durch p' 
gellende einen gegebenen Punkt enthalte oder, Vas ganz dasselbe 
ist, dass von zwei entsprechenden Ebenen die durch p gehende eine 
gegebene Gerade enthalte, die durch p' gehende einen gegebenen 
Punkt enthalte. ^' hezeichne diejenige Bedingung, welche ans der 
eben definirten hervorgeht, wenn man p statt p' und p' statt p 
setzt. Zwischen den sechs Bedingungen 

p, p', X, k\ %, ^ 
bestehen zwei Gleichungen, welche wir jetzt ableiten wollen. Wir 
setzen ein einstufiges System von Gebilden T voraus und nehmen 
zwei feste Punkte A und £ an, welche wir bei jedem der oo^ Ge- 
bilde r mit dem Scheitel p' verbinden. Den beiden Verbindungs- 
strahlen entsprechen dann in jedem Gebilde T zwei Strahlen durch 
p, weiche wir als ein Strahlenpaar auffassen. Auf das entstandene 
einstufige System solcher Strahlenpaare wenden wir wieder die Go- 
ineidenzformel 21 des § 15 an. Dann ist das Symbol sg dieser 
Formel gleich %, das Symbol Gh auch gleich §, das Symbol ($p 
gleich p, das Symbol ffe der Formel aber gleich ^ zu setzen, weü 
se von jedem Gebilde V erfüllt wird, bei welchem der durch p und 
durch den Punkt der Bedingung 6e gehende Strahl einem Strahle 
entspricht, der durch p' geht und den Verbindungsstrahl Ä^ 
schneidet. Endlich ist für das Coincidenzsymbol sö die Bedingung 
% einzusetzen, weil bei jeder Ausartur^ k den beiden durch j)' 
und A und B gehenden Strahlen ein und derselbe Strahl durch p 
entspricht, nämlich der singulare Strahl g-^ also erhalten wir; 

oder 

1) 2.S-t'+p + «. 
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Indem wir dieselbe Betrachtung wiederholen, aber bei jedem 
gestrichelten Symbole den Strich fortlassen, bei jedem nichtge- 
strichelten ihn hinzusetzen, erhalten wir die zweite Formel, nämlich: 



2) 



2.£' = e+p' + «'. 



Aus 1) und 2) folgen durch Elimination von £' und £: 

3) 3.^^2.« + %' + 2.i>+y 
und 

4) 3.£' = 2.J.' + ;= + 2.p' + p. 

Vermittelst dieser Formeln finden wir alle vierzehnfaehen, 
aus p, p\ S, %' zusammengesetzten, auf V bezüglichen Symbole, 
wenn wir erstens immer von denjenigen Symbolen, welche auf p 
und p' bezügliche Bedingungen höhere}' Dimension enthalten, auf 
diejenigen Sjmbole-übergehen, welche derartige Bedingui^en niederer 
Dimension enthalten, und wenn wir zweitens die Werthe der x und 
x' enthaltenden Aneartungssymhole kennen. Diese Werthe aber gehen, 
gemäss der Definition von x und %', unmittelbar aus den Anzahlen 
hervor, welche in § 29 berechnet sind. DemgemUss erhält man 
folgende Regeln. 

1. Ein 3c enthaltendes Ansartungssymbol ist gleich null zu 
setzen, wenn es keine auf p bezügliche Bedingung enthält, weil 
sich dann der Seheitel p von x nicht bestimmen lässt. Ferner er- 
füllt X die Bedingungen p^ resp. p^ dadurch, daes es seinen singu- 
lären Strahl c/ eine gegebene Gerade schneiden läest resp. durch 
einen gegebenen Punkt schickt. 

2. Bin p' erfiillendes x besitzt seinen Scheitel p' auf einer 
gegebenen Ebene. 

3. X kann die Bedingung £ sowohl dadurch erfüllen, dass es 
seinen singulären Strahl g eine gegebene Gerade schneiden lässt, 
wie auch dadurch, dass ea seine singulare Ebene e' durch einen 
gegebeneu Punkt schickt, 

4. X erfüllt die Bedingung £' dadurch, da^a es eine durch den 
singulären Strahl gelegte Ebene durch einen gegebenen Punkt 
schickt, während der auf der singulären Ebene projectiv zugeord- 
nete Strahl eine gegebene Gerade schneidet (cf. die Bedii^ui^ t 
des § 29). 

5. Jedes x' enthaltende Symbol ist gleich demjenigen x ent- 
haltenden Symbole, welches aus ihm entsteht, indem man bei den 
gestrichelten Buchstaben den Strich fortlässt, bei den nichtge- 
strichelten ihn hinzusetzt. 
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Hieriiacli kann man die Werbhe der iusartungssyniljole sehr 
leicht aus den Anzahlen des § 29 zusammensetzen; z. B.: 

x^£*g'3==4^.8 + 43.48 + 48.64 + 44.16, 
wo die Zahl 8 gleich dem Symbole e^g^ des § 29, die Zahl 48 
gleich dem ff'g^t^, die Zahl 64 gleich dem eg^^ und die Zidil 16 
gleich dem (f^ des | 29 ist; 

«i'VT£'*-5a-4 + 58.8, 
wo die Zahl 4 gleich dem gp^e^g'^ des § 29 ist luid die Zahl 8 
gleich dem gp^e^g^i^ des | 29 ist 

In der folgenden Tabelle stehen voran die definirenden Be- 
dingungen der betrachteten einstufigen Systeme, dann folgen die 
Ausartungsanzahlen mit kurzem Hinweis auf ihre Entstehung, dann 
die aus TOrher behandelten Systemen bekaimten Zahlen p und p', 
endlich die durch die Formeln 3 und 4 sich ergebenden Zahlen 
t, iLttd 5', wobei zu beachten ist, dass der Werth jedes sowohl t, 
al« auch £' enthaltenden Symbols auf svieifache Weise sich evgiebt. 

Tabelle der Systeme. 





« 




P 


p' 


t 


t' 


lfp''l' 





3 








1 


2 


ff"n' 





3 + 3 








2 


4 


pV'iV 





1 + 2.6+1 








4 


8 


pVCf 


6.1 


3.2 + 3.2 








8 


10 



jiV'l 

pvec 
p'p"t't" 

p'p"fC 







10.1 

4.2 + 6.4 

1 + 3 . 10 + 3 . 7 

6 + 2 . 21 + 4 

15+14 

10 



%' 


P 


- 8 





7 + 9 





2 + 2.12 + 6 





3.4 + 3.10 + 2 





6.4 + 4.4 





20 
























3 


6 


6 


12 


12 


24 


24 


,38 


38 


44 


44 


.36 


36 


20 
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K 


k' 


i> 


/ 


t 


r 


?¥£' 





e 





3 


3 


6 


jiVff 





4 + 8 





6 


6 


12 


i>yf'5" 





1 + 2.7 + 9 





12 


12 


24 


jjVff 





3.2 + 3.12 + 6 





24 


24 


48 


yVS»?' 


10.3 


6.4 + 4.10 + 2 





38 


48 


76 


j^yjijr» 


4.5 + 6.7 


10.4 + 6.4 





44 


76 


90 


j,yj.j.. 


3 + .'!. 21 + 3. 12 


15.2 





36 


ao 


78 


ry?r 


15+2.42 + 8 








20 


78 


49 


KVg?" 


36 + 32 








11 


49 


30 


rVS" 


42 








6 


3ü 


18 





« 


«' 


1> 


P' 


i 


e 


pve 





48 


S 


6 


20 


37 


py-s-? 





40 + 48 


6 


11 


37 


68 


py-ee 





14 + 2.59 + 28 


12 


20 


68 


124 


A/'fr- 


20.2 


2+3.24+3.42+8 


24 


36 


124 


184 


pV't'S^ 


10.4 + 10.8 


4.4+6.20+4.14 


38 


44 


184 


210 





" 


«' 


p 


ll 


t 


i 


p.j» 











3 


1 


2 


t'ft 











6 


2 


4 


p'CC 











12 


4 


8 


ft'C 











24 


8 


16 


y'S'?' 











48 


16 


32 


ffC 


10.1 








76 


32 


54 


tVi' 


4.3 + 6.4 








90 


54 


72 


ftP 


3 + 3.14 + 3.8 








78 


72 


75 


P'S'S" 


16 + 2.32 + 8 








49 


75 


62 


V'IP 


42 + 36 








30 


62 


46 


fi" 


60 








18 


46 


32 
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» 


; P 


y 


t 


^ 


rvr 





40 


3 


30 


22 


41 


rWi 





36 + 48 


6 


37 


41 


76 


ftlft' 





8 + 2.40 + 48 


12 


68 


76 


140 


P'i/{'i" 





1+3.14+3.59+38 


34 


134 


140 


256 


pVg'S" 


20.4 


4.2+6.34+4.43+8 


48 


184 


266 


384 


sfp'fS' 


10.10 + 10.14 


10.4+10.20+6.14 


76 


210 


384 


462 


pVi^f 


4.12+6.42+4.24 


30.4+15.8 


90 


184 


4,52 


418 


yVpr' 


7+3.69+3.84+16 


35.3 


78 


124 


418 


306 


fp'?e' 


40 + 2.136 + 64 





49 


68 


306 


187 


p'p'U" 1 108+124 





30 


37 


187 


112 


rvr 


140 





18 


20 


112 


66 





x 


»' 


p 


D' 


S 


S' 


^Sgll 








1 


22 


8 


16 


J)'r? 








2 


41 


16 


28 


p-fS' 








4 


76 


28 


62 


/PS" 








8 


140 


52 


96 


p-fC 








16 


256 


96 


176 


p'fE" 


20.2 





32 


384 


176 


280 


p'fS' 


10. 6 + 10. S 





54 


462 


280 


366 


ys*?' 


4.9 + 6.28 + 4.16 





72 


418 


366 


392 


p's-r- 


8 + 3.48 + 3.64+16 





76 


306 


392 


349 


ys'E" 


48 + 2 . 134 + 72 





62 


187 


349 


268 


pns" 


140+160 





46 


112 


268 


190 


p'i" 


220 





33 


66 


190 


138 




















X 


J 


P 


li 


i 


r 


»'S" 





130 


22 


66 


80 


138 


1,/rf 





80+140 


41 


112 


138 


236 


Pi>'£"E" 





36 + 3.108 + 124 


76 


187 


235 


394 


w'PS» 





4+3.40+3.136+64 


140 


306 


394 


648 


Pp-fS" 


35.4 


4.7+6.59+4.84+16 


266 


418 


648 


900 


pys«?» 


30.10+16.14 


10.12+10.42+5.24 


384 


462 


900 


1006 
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«■ 


p 


P' 


i 


^ 


i>S" 








8 


80 


32 


66 


pi"S 








16 


138 


56 


97 


li-S' 








28 


235 


97 


166 


PCS' 








52 


394 


166 


280 


!.?£" 








96 


648 


280 


464 


Pt'S' 


35.2 





176 


900 


464 


682 


DfE» 


20.6 + 15.8 





280 


1006 


682 


844 


pfS' 


10.9 + 10.28 + 5.16 





366 


900 


844 


872 


pfS' 


4.8+6.48 + 4,64+16 





392 


648 


872 


760 


pfp 


6 + 3.48 + 3.124 + 72 





349 


394 


760 


677 


vvr 


40 + 2.140+160 





268 


235 


577 


406 


i'U" 


130 + 220 





190 


138 


406 


272 


pt" 


240 





128 


80 


272 


176 





» 


.' 


p 


o' 


t 


r 


t" 








32 


176 


80 


128 


ff 








66 


272 


128 


200 


Vi' 








97 


406 


200 


303 


rt' 








166 


577 


303 


440 


es» 








280 


760 


440 


600 


fS' 








464 


872 


600 


736 


es" 








68? 


844 


7.36 


790 



Beispielsweise fassen wir eiiiige der Änzahlresultate in Worte. 

1. Aus J3*g"-1 folgt: 

Sind ein Ebenenbündel und in ihm elf Ebenen gegeben, so 
giebt es einen einzigen Punkt, welcher, mit elf den Ebenen au- 
geordneten Pimkten verbunden, elf Strahlen liefert, die den elf 
Ebenen conjugirt sind. 

2. Aus |)^e'^^=32 folgt: 

Sind ein Bündel und in ihm elf Strahlen gegeben, so giebt es 
32 Bündel, deren elf eonjugirte Ebenen durch elf den elf Strahlen 
zugeordnete Strahlen gehen. 

3. Aus £'£'^ = 71)0 folgt: 
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Siüd einerseits eine G-rappe von sieben Punkten und sieben. 
Strahlen, andererseits eine Gfruppe von sieben Strahlen und sieben 
Punkten gegeben, 80 dass immer ein Punkt der einen Gruppe einem 
Strahle der anderen zugeordnet ist, so giebt es 790 Paare von 
Bündeln von solcher Beschaffenheit, dass die durch die gegebenen 
Punkte und Strahlen der einen Gruppe gehenden sieben Strahlen 
und sieben Ebenen des einen Bündels conjugirt sind den sieben 
Ebenen und sieben Strahlen, welche durch die zugeordneten Strahlen 
und Punkte gehen und dem anderm Bündel angehören. 

Ebenso wie die oben behandelten Systeme lassen sich auch 
diejenigen Systeme behandeln, deren definirende Bedingung die beiden 
0weifachen Bedingungen enthält, welche aussprechen, dass zwei ent- 
sprechende Ebenen der beiden collinearen Bündel durch gegebene 
Gerade gehen, resp. dass zwei entsprechende Strahlen der beiden 
Bündel durch gegebene Punkte gehen. Die Werthe der Symbole, 
welche ausser den auf p und p' bezüglichen Bedingungen nur solche 
doppelten Bedingungen enthalten, kann man durch die obigen For- 
meln nicht gewinnen. Doch ergeben sich nicht bloss diese Sym- 
bole, sondern alle solche, doppelte Bedii^ungen enthaltenden Sym- 
bole aus den oben berechneten Ausartungsanzahlen und den An- 
zahlen für das allgemeine Gebilde F durch gewisse Pormeln zweiter 
Dimension, die man leicht aus dem Principe von der Erhaltung der 
Anzahl gewinnen kann {cf. die analogen Formeln 9 bis 12 in § 32). 
Einige von den Symbolen, welche ausser den auf p und p' bezüg- 
lichen Bedingungen mw solche doppelte Bedingungen enthalten, 
berechnete übrigens schon Sturm auf anderem Wege in seinem 
„Problem der CoUineation" (Math. Ann. Bd. 10, pag. 117 bis 136). 

Wendet man auf das aus p und p' bestehende Punktepaar die 
Formeln 15 bis 17 des § 13 {pag. 46) an, so ergeben sich aus den 
obigen Anzahlen eine Reihe von neuen Resultaten, aus denen wir 
beispielsweise zwei herausgreifen. 

1. Aus py^f +i)y^£^ = 3 + 6 = 9 folgt: 

Sind neun Strahlen und ihnen zugeordnet neun Punkte gegeben, 
so giebt es oo^ Bündel von der Beschaffenheit, dass immer die 
nach den neun Strahlen gehenden Ebenen jedes Bündels collinear 
conjugirt sind den neun Strahlen, die, in demselben Bündel liegend, 
nach den neun Punkten gehen. Die Scheitel dieser Bündel bilden 
eine Fläche neunten Grades. 

2. Aus y £" +jjV£" +pp'^i" +i>'^£" = 1 + 22 + 66 + 32 = 121 
fo%t: 
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Wenn elf Strahlen und ihnen zugeordnet elf Pmikte gegeben sind, 
so giä}t es im Baume 131 Funlcte, welche, mit den elf Strahlen und 
den elf Fiinktm verhinden, elf Ebenen und elf Strahlen liefern, die 
collinear conjugirt sind. 

% 32. 
Anzalilen für ilas aiis zwei correlativen Bündeln 
bestehende Gebilde (Lit. 42). 
Die Anzahlen für dieaea Gebilde hat schon Herr Sturm in 
einer ausführlichen Abhandlung (Math. Ann. Bd. 12, pag. 254 bis 
368) aus Ausartungsanzahlen berechnet, nachdem Herr Hirat für 
das dual entsprechende, aus zwei con-elativen Ebenen bestehende 
Gebilde diejenigen Symbole berechnet hatte, bei denen die beiden 
Ebenen als gegeben ai^esehen werden. Trotzdem berechnet der 
Verfasser die nur einfache Bedingungen enthaltenden Symbole hier 
noch einmal, weil die Methode und die Resultate durch die Sym- 
bolik des Verfassers durchsichtiger erscheinen möchten. 

Unser Gebilde f ist ans zwei Bündeln B und B' mit den 
Scheiteln p und p' so zusammengesetzt, dass immer jedem Strahle 
des einen Bündels eine Ebene des anderen und umgekehrt ent- 
spricht. Man kann sieh dieses Gebilde durch perspectiye Zuord- 
nungen ebenso erzeugen, wie in § 31 das aus zwei collinearen 
Bündeln bestehende Gebilde, nur dass man dabei in der einen der 
vermittelnden Ebenen daa Punktfeld und das Strahlenfeld, etwa 
durch polare Verwandtschaft in Bezug auf einen Kegelschnitt, ein- 
deutig zuzuordnen hat. Man erhält dann die beiden folgenden 
Ausartungen des Gebildes F. 

1. Die Ausartung re besteht aus zwei Bündeln B und B' mit 
den Scheiteln p und p', welche beide sii^uläre Strahlen enthalten, 
die wir g und / nennen. Einer Ebene in B entspricht im allge- 
meinen der Strahl ^ in B', einer Ebene in B' der Strahl g in B. 
Jeder g enthaltenden Ebene in B aber entsprechen oo' Strahlen in 
B', welche in einer bestimmten zugeordneten ff' enthaltenden Ebene 
liegen. Dadurch erhält man zwei projective Ebenenbüschel in B 
und B', welche die sbigulären Strahlen g und g' zu Trägem haben. 
Die Constantenzahl eines aus zwei projectiven Ebenenbüscheln (§ 28) 
bestehenden Gebildes ist 4 -|- 4 -f- 3. Die Festlegung der beiden 
Scheitel p und p' erfordert zwei Bedingungen; also ist die Con- 
stantenzahl von 31 gleich 13. Indem also F zu einer Aueartung « 
wird, erfüllt es eine einfache Bedingung, die wir auch n nennen. 
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2. Die Ausartung A besteht aus zwei Bündolii 7)' und B' mit 
den Scheiteln p und j/, welche beide singulare Ebenen e und i! 
enthalten. Einem beliebigen Strahle in B entspricht im allgemeinen 
in B' die Ebene ^, einem Strahle in B' die Ebene e in B. Jedoch 
entsprechen jedem in e liegenden Strahle des Bändels B oo^ Ebenen 
in B', welche durch einen bestimmten zugeordneten, in ^ liegenden 
StraM g gehen. Dadurch erhält man zwei projective Strahlböschel 
in B imd B\ deren Ebenen e und e* sind. Die Constantenzahl 
eines aus zwei projectiyen Strahlbü schein bestehenden Gebildes 
(§ 30) ist aber 5 + 5 + 3 ; so gross ist also auch die Constanten- 
zahl von X. Indem F zu einer Ausai^tung X wird, erfüllt es dem- 
nach eine einfache Bedingung, die wir auch A nennen. 

Es fragt sieh nun, was für einfache Bedingungen wir sonst 
noch zu definiren haben. Da die Bestimmung einer Ebene oder 
eines Strahles in einem gegebenen Bündel eine ^vcifcKhe Bedingung 
erfordert, so spricht man eine zweifache Bedingung aus, wenn man 
verlangt, dass ein gegebener Strahl des einen Bündels einer ge- 
gebenen Ebene des anderen Bündels entspricht, oder genauer, dass 
ein durch einen gegebenen Punkt gehender, dem einen Bündel an- 
gehöriger Strahl einer Ebene entspricht, die dem anderen Bändel 
angehört und durch eine gegebene Gerade geht. Diese zweifache 
Bedingung bezeichnen wir mit ?; resp. ri', je nachdem der Strahl in 
dem Bündel B oder B' liegen soll. Eine einfache Bedingung legen 
wir also unserem Grebilde auf, wenn wir verlangen, dass ein Strahl, 
der, in dem einen Bündel liegend, durch einen gegebenen Punkt geht, 
einer Ebene entsprechen soll, die, in dem anderen Bündel liegend, 
durch einen gegebenen Punkt geht. Nennen wir zwei Strahlen 
der beiden Bündel conjugirt, wenn die dem einen entsprechende 
Ebene durch den anderen geht, und zwei Ebenen conjtigirt, wenn 
der Strahl, welcher der einen entspricht, in der anderen liegt, so 
können wir die eben genannte Bedingui^, welche ft heissen soll, 
auch so aussprechen: 

Die Bedingung (i verlangt, dass zwei durch zwei gegebene Punkte 
gehende Strahlen der i^den Simdel conjugirt smd. 

Analog erhalten wir die Bedingwig v, welche verlangt, dass swei 
durch swei gegebene Gerade gehende Ebenen conjitgirt sind. 

Zwischen den sechs einfachen Bedingungen 
P, ^1 ^, ^, ft, '" 
i zwei Gleichungen, welche wir jetzt ableiten wollen. Wir 
1 einstufiges System von Gebilden r voraus, nehmen will- 
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kürliuli zwei Punkte C und D an und ziehen in jedem der oo^ Ge- 
bilde die dem Bündel B' angehörigen, durch C und D gehenden 
Strahlen. Ihnen entsprechen immer zwei Ebenen des Bündels B. 
So erhalten wir ein einstufiges System von Ebenenpaaren, auf wel- 
ches wir die Coincidenzformel erster Dimension (pa^. 49) e+/'— Ä=£ 
für Ebenenpaai'e anwenden. Dabei ist für e und für /" /i zu setzen. 
Aber aus dem Symbol h wii-d v, weil h erfüllt wird von jedem F, 
welches zwei conjugirte Ebenen enthält, von denen die B angehörige 
durch die Gerade der Bedingung h geht, die B' angehörige aber 
durch den Verbindungsstrahl CI) geht. Das Coincidenzsymbol s 
kann nur dann erfüllt werden, wenn T in .ß' eine Ebene besitzt, 
welche zwei verschiedenen Ebenen durch B entspricht, d. h. wenn F 
die Bedingung A erfüllt; wir erhalten also: 

ft + C- — " = '1 
oder 

1) 2.ii~v^L 

Um die zweite Gfleichung abzuleiten, setzen wir wieder ein 
einstufiges System von Gebilden -T voraus und nehmen zwei sieh 
schneidende Gerade c und d willkürlich an. Durch diese legen wir 
bei jedem der cc'- Gebilde die beiden dem Bündel B' ar^ehörigen 
Ebenen. Die diesen Ebenen entsprechenden Strahlen im Bündel 
B fassen wir als Strahlenpaar zusammen. So erhalten wir ein ein- 
stufiges System solcher Strahlenpaare, auf welches wir die Coinci- 
denzformel. 21 des § 15 anzuwenden haben. Dabei ist für 0ff und 
eh V, für 0p p einzusetzen. Aber Gß wird erfüllt, wenn in B der 
Strahl nach dem Punkte der Bedii^ung «re entsprechend ist dem 
Strahle, der in B' nach dem Schnittpunkte von c und d geht, d. h. 
wenn F (i erfüllt. Das Coincidenzsymbol £ff wird erfüllt, erstens, 
wenn zwei verschiedenen Ebenen in B' eine und dieselbe Ebene in -B 
entspricht, zweitens aber auch, wenn die Schnittebene von c und d 
eine Ebene des Bündels B' ist, d. h. wenn F die Bedingung p' er- 
füllt; demgemäss erhalten wir: 

oder 

2) 2.v^fi = p+p' + ^- 

Eliminirt man v resp. ji aus den Gleichungen 1 und 2, so 
erhält man: 

3) B.(>,^p+p' + 7r + 2.X, 

4) '6 .V -^2 .p + 2 .p' + 2 .Jt + L 
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Vermittelst dieser Gleichungen iann man die Werthe aller vier- 
zolmfachon, aus p, p', (i, v zusammengesetzten Symbole finden, so- 
bald man die Werthe der jt und X enthaltenden Ausartui^ssymbole 
kennt. Diese aber lassen sich bei genauer Berücksichtigung der 
Definitionen von jt und A sehr leicht durch die in den §§ 28 und 30 
berechneten Anzahlen ausdrläcken. Man findet nämlich aus den 
Definitionen von ir und A; 

5) TCll-^JC^, 

6) nv = %g + 7t(/', 

7) A,a = -le + Ae', 

8) P.v^Xt, 

wo die Bedingimg t bei ir angiebt, dass durch die singulären Äxcn 
(/ und g' projectiv zugeordnete Ebenen nach gegebenen Punkten 
gehen, bei A aber ai^iebt, dass in den beiden singulären Ebenen 
e und e' projectiv zugeordnete Strahlen liegen, die zwei gegebene 
Gerade schneiden. Man beachte femer noch, dass jedes a enthal- 
tende Symbol gleich null zu setzen, wenn es nicht p^ als Pahtor 
enthält. In den folgenden Beispielen zur Berechnung sind die 
Symbole rechts vom Gleichheitszeichen auf die in den §§ 28 und 30 
behandelten Gebilde zu beziehen. Statt des 7t in § 28 ist immer 
g' gesetzt. 

1) mi)WV = try'^enS' + i'T = ffVpe' + 2.</Vi£''-^6f(?'£" 

^2.g,^^t' + 2.g,g',i,'^ + 2.g^g',i'^ + gG'^ 
= 2.34-2.9-1-2.3-1-2=33; 

2) ^^pp'^^v^^iH0+g'y = Q2 Yg'H'+Q.-g'^H' 

-|-6,.^^j/'*£*=30.G(^, + 3y£H80.^.j/',f 

+ 30 (5, -h^p)(?'£^ = 30. (3-^1)4- 80. 5 + 30. (3-1-1) 

= 640; 

3) Ip^ii^v^ =y (e + e")* f = 8 + 2 . 32 + 16 = 88; 

= 4i. 42 + 42. 96 + 43.42 = 913. 

In lei folgenden Tabelle stehen voran die definirenden Beding- 
ungen der bttrachteten einstufigen Systeme. Dann folgen die be- 
rechneten Äuiartungs inzahlen, dann die aus vorher behandelten 
feyitemen bekannten Zahlen p und p'. Endlich enthalten die beiden 
letzten (. olumnen die durch die Fonneln 3 und 4 berechneten Zahlen 
f( und i, wobei zu beachten ist, dass jedes ft und v enthaltende 
Symbol auf doppelte Weise entsteht. 
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Von diesen Anzahlen sind gewisse mit Anzahlen des in § 31 
behandelten Gebildes identisch. Jedes p^ enthaltende Symbol dieses 
Paragraphen hat nämlieh denselben Werih, wie dasjenige Symbol 
des § 31, welches aus ihm Hervorgeht, indem man p und p' un- 
verändert läsat und % statt ^, ^ statt v setzt. 

Ausser den obigen Symbolen hat Herr Sturm auch noch alle 
diejenigen berechnet, welche die oben definirten mehrfachen Be- 
dingungen 71 und jj' enthalten. Man erhält diese Anzahlen auf dem- 
selben Wege, wie die obigen, durch Behandlung deqenigen Systeme, 
deren definirende Bedingungen auch ); und jj' enthalten. Doch kann 
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man sie auch aus den schon berechneten Anzahlen vermittelst meh- 
rerer Formeln zweiier Dimension erhalten. Um diese Formeln durch 
das Princip von der Erhaltimg der Anzahl abzuleiten, setzen wir 
ein zweistufiges System Yon Gebilden F voraus, nehmen zwei 
Punkte C und D' willkürlieh an, denen wir zwei Busammmfallmde 
Punkte C und D zuordnen. Die Bedingung jt^, dass zwei durch C 
und D' gehende Strahlen des Bündels li' den durch G und D 
gehenden Strahlen in B conjugirt sind, erfüllt dann erstens jedes 
F, hei welchem die durch C und Z>' gehende Ebene des Bündels 
li' dem Strahle entspricht, der, in B liegend, nach den zusammen- 
gefallenen Punkten C und D geht, zweitens auch Jedes F, welches 
zwei sii^uläre Ebenen e und e" hat und dabei e durch die zusammen- 
fallenden Pmikte C imd D schickt. Also ist: 

9) jt^ = 7;-|-Ae, 

also auch: 

10} ^^^V + Ae'. 

Nehmen wir femer zwei sich schneidende Strahlan c' und ä' 
an und ihnen zugeordnet zwei zusammenfallende Strahlen c und d; 
dann wird die Bedingung v^, die durch c' und d' gehenden Ebenen 
des Bündels B' sollen den Ebenen conjugirt sein, die im Bündel B 
nach c und d gehen, erstens erfüllt von jedem F, bei welchem die 
durch c und d gehende Ebene im Bündel B dem Strahle entspricht, 
welcher, in B' liegend, nach dem Schnittpunkte von d und d' geht, 
zweitens auch von jedem F, bei welchem die Scbnittebene von </ 
und d' conjugirt ist zu der Ebene, die in B nach c und d geht, 
d. h. von jedem F, welches die Bedingung vp' —jJ^ erfüllt, drittens 
von jedem F, welches zu einer Ausartung Jt wird und dabei den 
singulären Strahl g durch die Gerade schickt, in der c und d ver- 
einigt sind, viertens endlich von jedem F, welches seinen Scheitel 
ji auf c und d bat. Wir erhalten also: 

11) v^^n' + ^y + ^9 —p'^ + y, 

12) v^^yi-^vp + %^ -f +^\ 

Addirt man sowohl 9 und 10, wie auch 11 und 12, aubatituirt Xf^ 
für Ke-^k^ gemäss Formel 7, %v für 7tg-\-üt^ gemäss Formel 8, 
2fi — v für A nach Formel 1, 2i' — ;t— jj— y für % nach Formel 2, 
HO kommt beide Male dasselbe Eesultat, nämlich 

13) Fv _,+,', 

was auch direct abgeleitet werden komite. Vermittelst dieser For- 
meln erhält man z. B, 

aohuberl, Kalltül der abiäJilend^n Oeometrie. 15 
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1) 7;)-i«--;i.Vi^- ^1-1^0= 2936 - 1560 = 1376 
oder auch 

^v'* = i-" - v^^p ~ jtv^V + »■' V - ^ V - 2384 - 1008 - = 1376. 

2) 7i'p^(i''v^=pp'(iV - ;ifiW = 112 ~ == 112 
oder aueli 

Ti'pp'ji'v^ =p)^ (i'v^ —^y^jt'i''* — itpp' \i'v^g-\-fp'^ii'v^—p^p'ii'''v^ 
= 448 - 176 - (2 + 3. 14 + 3 . 34 + 14) = 113. 

3) tj'rj'pji' n^v^ ^')i'pp'^''v^~ lij'pp' ^^v^e = 112 — 0='112, 
ebenso 

rj^pp' li^v^ = 'il^ und 'i^'^pp' (i^v^=-^ 1^2. 
Diese drei Resultate können wieder controlirt werden durch 
Formel 13, nämHcli 

{hvYpp' [i'-v^ = (-ij^ + 2 . jji;' 4- v'^) •J.^v^ 
oder 

448_ 112 + 2. 112 + 112. 

Ausser den hier und im vorigen Paragraphen besprochenen 
Gebilden kann man noch zwei andere Gebilde durch Zusammen- 
setzung zweier projeetiver, mdstufiger Grundgebilde erzeugen, und 
die auf sie bezüglichen Anzahlen aus Ausartnngsanzahlen berechnen. 
Es sind dies die folgenden: 

1. Das Gebilde, welches aus einem Bündel B und einer Ebene 
E' so zusammengesetzt ist, dass jedem Strahle in J5 ein Punlit auf 
E'^ jeder Ebene durch B ein Strahl auf E' projeetiv zugeordnet ist. 
Die eine Ausartung dieses Gebildes besteht aus zwei projeetiven 
Strahlbüscheln, die andere a;US einem Ebenenbüsehel in B und 
einer dazu projeetiven geraden Punktceihe in E'. Die Ausartungs- 
anzahlen hängen also von den in den §§ 28 und 30 berechneten 
Anzahlen ab. 

2. Das Gebilde, welches aus einem Bündel B und einer Ebene 
E' so zusammengesetzt ist, dass jedem Strahle in B ein Strahl auf 
E' und jeder Ebene in B ein Punkt auf E' entspricht. Die eine 
Ausartung dieses Gebildes besitzt einen Strahlbüschel und einen 
dazu projeetiven Ebenenbüschel, die andere eine gerade Punktreihe 
und einen dazu projeetiven Strahl büschel. Die Au sartungs anzahlen 
bestimmen sich also aus den in § 29 berechneten Anzahlen. 

Die Anzahlen für die vier Gebilde, in denen zwei zweistufige 
Grundgebilde projeetiv zugeordnet sind, hängen also durch ihre 
Ausartungen von den Anzahlen der Gebilde ab, in denen zwei em- 
stufigc Grundgebilde projeetiv .sind. Gerade so kann man aus den 
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Ajizaiilen für die Gebilde, iii denen sweiitupge Griimdgebildp pio 
jectiv sind, die Äusartungs anzahlen iind damit aucli die übrigen 
Anzahlen für solche Gebilde berechnen, bei welchen d-antufige 
Gnindgebilde eindeutig zugeordnet sind Ist dies der Punhti'iuni 
und der Ebenenraum, so eihilt min em (rtbilde, dessen Anzahlen 
Herr Hirat in einer Abhandlung leieihnet h'^t, die nächstem, ei 
scheinen wird (Lit, 42). 



Die vielen in diesem Abschnitt berechneten Anzahlen sind ver- 
mittelst der Ausartungen schliesslich durch die axiomatischen An- 
zahlen des Baumes ausgedröchfc. Ausser den hier mitgetheilten 
Zahlen hat man bisher kaum Anzahlen durch die Chasles-Zeuthen- 
sche ßedüction bestimmt. Doch steht nichts im Wege, systematisch 
zu immer complicirteren Gebilden vorzuschreiteu, z. B. zu der Cayley- 
schen Begelfläcke (Llt. 39) und den übrigen Flächen dritter Ordnung, 
zu den Gomplescen zweiten Grades, zu den Olebsch' sehen Connexen, zu den 
höheren Collineationen und Correlationen, bei denen die Elemente 
der Grundgebilde nicht eindeut^, sondern «-^-deutig auf'einander 
bezogen sind (Lit. 41) und so weiter. 

Vielleicht versucht es die analytische Greometrie im Sinne von 
Salmon- Fiedler und Clebsch-Lindemann, mit ihren Mitteln in das 
durch diesen Abschnitt erÖf&iete Frager^ebiet allmählich einzu- 
dringen. Namentlich stellen die Resultate dieses Abschnittes be- 
züglich der Ausartungen der Gebilde an die analytische Geometrie 
die wichtige Forderung, die analytisch -geometrische Darstellung 
eines Gebildes so einzurichten, dass die wichtigsten Ausartungen 
dieses Gebildes daraus ersichtlich sind. Beispielsweise stellt § 25 
das Problem, die Natur von jed^ der elf Ausartungen der cuhisdim 
Haumcune algehrmsch m erkennen. Femer wäre es interessant, 
wenn es gelär^e, die grösseren Stammmhlen der Ausartm^en in 
den %% 23, 24 und 26 auch algebraisch abzuleiten (cf, das Preis- 
thema der Kopenhag. Akademie, 1878, hier pag. 186). 
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Fünfter Aljschiiitt. 

Die mehrfacheD Coineidenzen. 



§ 33. 

Coincidenz von Schnittpunkten einer Geraden nvit einer 
Fläche (Lit. 43). 

Eine Fläche F^ w*"'' Ordnung liat mit jeder Geraden g n Punkte 
gemein. Bezeicliiiet man irgend einen dieser n Punkte mit fi, 
irgend einen zweiten mit p^, irgend einen dritten mit Pg und so 
. fort bis f„, so ist nach der Ooincidenzformel erster Dimension für 
Punktepaare (§ 13) die Bedingung b^, dass zwei solche Schnitt- 
punkte coinddiren, von den drei Bedii^ungen Pj, p^i 9 si^bhängig 
durch die Gleichung: 

Multipliciren wir diese Gleichung z. B. mit </„ so kommt: 

Wendet man dann die Incidenzformel III in § 7 an, so erhält 
man: 

',9. - (.0 +p,'g) + (G + ft'») - G 
oder 

Jedes der Symbole rechts lässt sich jetzt aus der Definition 
der F„ bestimmen. G bedeutet, wie oft sich auf einer gegebenen 
Geraden ein Punkt der F„ mit irgend einem andern Punkt der F„ 
zusammenstellen lässt, wobei in jedem Paare sowohl der eine wie 
der andere Punkt als erster des Paares aufzufassen ist. Also ist, 
gemäss der Definition der F^: 

(?=.w(m-1). 

Die Symbole Pi^fi und P2^g sind gleich null zu setzen, weil ein 
beliebig gegebener Punkt nicht auf der zu Grunde Hegenden Fläche 
zu hegen braucht. Also ergiebt sieh: 
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Dies heiest in Worten: 

Jeder Strahlhüschel äes Hamms iesitzt n(n—l) Strahlen, von detien 
jeder zwei zusammenfallende Punkte der F^ enthält. 

Setzen wir also, wie dies auch im Folgenden immer geschehen 
soll, die F„ punkt-allffemem, d. h. ohne Doppeleurve etc. voraus, 
HO können wir das erhaltene Resultat anch so aussprechen: 

Jeder StraMbüsckel des Bmimes hesitst n(n—l) Tangenten einer 
F„ oder, was dasselbe ist, die Tangenten einer F„ büden einen Gom- 
plex vom Grade n(n"l). 

NatörKch konnten wir oben statt p^ und p^ irgend welche zwei 
verschiedene von den n Symbolen p schreiben. Es steht nun aber 
auch nichts im Wege, die Bedingung, dass p^ und jj^ coincidiren, 
mit denjenigen Bedingungen zusammenzusetzen, welche aussprechen, 
dass Pg und p^ oder Pj und J)g coincidiren und so fort. Man gelangt 
so zu allen möglichen Anzahlen, welche sich auf mehrfache und 
mehrpu/nktige Berührung einer Fläche durch eine Gerade beziehen; 
z. B. erhält man für die zweifache Bedingung, dass ausser p^ und 
p^ auch noch zwei andere Punkte, etwa p^ und p^ coincidiren sollen, 
bei Anwendung derselben Coincidenzformel : 

wobei nur zu beachten iat, dass man s^ nicht durch p^ oder p^j 
sondern durch irgend welche zwei andere Symbole p auszudrücken 
bat. Man erhält also für die Bedingung, dass eine Crerade mit 
einer Fläche an zwei verschiedenen Stellen zwei zusammenfallende 
Schnittpunkte hat: 

Eine solche Gerade nennt man eine Doppeltangettte. Da nun in 
jedem der beiden Berührungspunkte die Coincidenz von p^ und p^ 
resp. JJ3 und p^ gedacht werden kann, so erhalten wir, wenn wir 
die Bedingung, dass eine Gerade Doppeltangeute einer F„ ist, mit 
C33 bezeichnen: 

2 . Eaa = (Pi +p^-g) (ps +Pi - g) 
oder 

^■e22-PiPs,+PiPi+P^s+PüPi--9Pi'-9p2-9Pä-9Pi + 3' + Sp- 
Von den zehn Symbolen der rechten Seiten bedeuten dann die 
vier ersten ganz dasselbe, immlicb dass eine Gerade g mit einer 
F„ zwei auf gegebenen Ebenen Hegende verschiedene Schnittpunkte 
habe. Ebenso bedeuten die vier folgenden Symbole ganz dasselbe, 
nämlich dass eine Gerade g eine gegebene Gerade schneide und 
dabei einen Schnittpunkt mit der F„ auf der gegebenen Ebene 
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230 FilLirter AbKuhuitt. 

liabe. deberliaupt ist jedes aus * Faktoren p mit i verscliie denen 
Indices bestehende Symbol gleich jedem anderen Symbol, das aus 
i Paktoren p mit verschiedenen Indiees zusammengesetzt ist. Mul- 
tipliciren wir nun die obige Gleichung mit ^j, so kommt: 

2 . s^^ffe = 4 .pipiff, - 4 .p^g, + (? = 4 .piP^g, - 4 .p^^g - 3 . G. 

Da jetzt die Symbole merfache Bedingungen darstellen und der 
Strahl die Constantenzahl 4 hat, so repräsentiren die Symbole 
Anzahlen, die wir berechnen wollen. 

Um Pit\gg zu bestimmen, beachten wir, daaa auf der Ebene 
der Bedingung g^ sowohl die Ebene von pi, wie auch die Ebene von 
jjj n Punkte der Fn ausschneidet. Man erhält also »^ Verbindungs- 
strahlen der ersten n Punkte mit den zweiten n Punkten. Aber 
auf jedem dieser Yerbindungsstrahlen kann man jeden der n — 2 
übrigen Punkte als p^ «nd jeden der n — 3 dann noch übrigen 
Punkte als p^ ansehen; also ist; 

i'ii'äÄ'- = «n« - 2) (« - 3). 

Für 2h^g ergiebt sich wieder null. Um G zu bestimmen, be- 
achten wir, dasa auf der Geraden der Bedii^ur^ G jeder der n 
Schnittpunkte als ft, jeder sonstige als ^^j jeder der n — 2 dann 
noch übrigen Punkte als p^, jeder der « — 3 dann noch restirenden 
Punkte als p^ aufgefasst werden muss; also kommt: 

= H (« - 2) (m - 3) (4» - 3 Ji + 3) 
oder 

,,^g, = ^.n(n-2){n^'d')(n + -d)- 

Soviel Doppeliangentm liegen also in jedem ebenen Schnitte der 
Flädie n"^ Ord/mmg. 

Analog erhalten wir für die Bedingung b^, dass auf einer Ge- 
raden von den w Schnittpunkten mit der F„ sowohl die Punkte 
j>j und j%, wie auch die Punkte p^ und p^ coincidiren sollen, 

oder 

Also ist: 

h9e = 3 .ptp^g. +p{'ge -Pi^g -p^^g - 2 .p^^g -A.G+G. 

Hier sind Pip^gs = w* (" — 2), G = w (« — 1) (n — 2), die übrigen 
Symbole gleich null zu setzen; also ist: 

j,S,-3.«>(«-2)-3.«(n-l)(..-2) 
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Die« ist also die Zahl der in eitler gegebenai Ehene liegmdeit 
Haupttangenten der _F„, d. h. derjenigen Tangenten, welche dreipimlitig 
'berühren. 

Um auch alle übr^en, auf die mehrfachen und mehrpunktigen 
Tangenten bezüglichen Anzalilen zu gewinnen, definiren wir das 
Symbol 

wo iy li, If m nur gesehrieben wird, wenn es grösser als 1 ist. 
Es bezeichne dieses Symbol die Bedingung, daas eine Gferade von 
ihren n Schnittpunkten mit F^ an einer Stelle i, an einer 
zweiten Stelle Je, an einer dritten l, an einer vierten m Punkte 
vereinige. Da es für eine Gerade eine einfache Bedingung ist, zwei 
Schnittpunkte mit F„ zu vereinigen, so sind s^ eine einfache Be- 
dingui^, fg und s^^ zweifache, s^, %, {^22 dreifache, %, 5^21 ^ss> hm 
^saaa vierfache Bedingungen. Bedingungen von noch höherer Di- 
mension lassen eich nicht aufstellen, weil die Gerade die Constan- 
tenzahl 4 hat. Wir bezeichnen femer bei s^, a^, e^ den Berührungs- 
punkt beziehungsweise mit 63, 6g, 6^, bei e^^ den Punkt, wo drei- 
punktige Berührung stattfindet, mit bg, den Punkt, wo zweipunktige 
Berührung stattfindet, mit öj. Bei b^s nennen wir zur Unterscheidung 
6a irgend einen der beiden Berührungspunkte, c^ dann den andern. 
Bei £322 bezeichnen wir irgend einen der drei Berührungspunkte mit 
ftg. Natürlich bedeuten diese Symbole b^, 6g, 6^, c^ auch die zu- 
gehörigen Bedingimgen, also z. B. e^gög, daas eine Gerade eine Fläche 
drei-!!weipunktig berühre, und dabei den Punkt, wo dreipunktige 
Berührung stattfindet, auf einer gegebenen Ebene habe, femer £3362^, 
dasa eine Gerade Doppeltangente sei und dabei den einen Be- 
rührungspunkt auf einer gegebenen Geraden besitze, d. h. w-mal 
die Bedingung, dass eine Gerade in einem gegebenen Punkte der 
F^ berühre und ausserdem die F, noch an einer andern .Stelle be- 
rühre. Wir drücken nun mit Benutzung der eingeführten Symbole 
die zu berechnenden, auf die s bezüglichen vierfachen Bedingungen, 
durch gewisse leieht zu ermittelnde, auf j; imd die n Schnittpunkte 
bezügliche Bedmgungen ans. Dabei lassen wir aber erstens die- 
jenigen Symbole fort, welche gleich null sind, und zweitens die- 
jenigen, welche sieh nach den Incidenzformeln (§ 7) leieht als die 
Summe zweier anderen erkennen lassen, wie z. B. 

hhd = egbs^ + ^si/e, 

esb^c^g = E^hg^ + B^\c^ =• E^c^g, + B^h^e^, 

hh9p — «|j6/-|-2.f2fir. = 2.£ay,. 
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Fünftel' Aljsclinitt. 
Tabelle der Tangentenanzalilen. 


1) 


hS; 


2) 


^s^a^s 








3) 


hS; 


4) 


%&, 


' S). 


A'i 




6) 


%!/., 


') 


««*, 


8). 


»V, 


9) i„iA; 


10) 


V. 


11) 


«.64; 








12) 


%», 


13) 


'«h, 


14), 


»!■.; 




15) 


«ü.», 


16) 


«=6>i 








n) 


«s; 


18) 


»«1, 


19) i 


:., 


20) .„„ 2 



21) s„. 

Für diese 21 ÄBzahlen erhiUt man nacli der oben auseinander- 
gesetzten Methode die folgenden Formeln, Dabei sind rechts zur 
Vereinfachung die Incidenzformeln angewandt und diejenigen Sym- 
bole fortgelassen, welche gleich null sind. Schliesslich ergeben sich 
dann die auf die £ bezüglichen Bedingungen als Functionen von 
nur fünf auf p und (/ bezüglichen Bedingungen, nämlich von: 



Tabelle der I'ormeln. 

1) fi». - &>i+ft-s)ft-e, 

2) «,ii,ft - {i',+i>,-s)r,s,-{Pi+ih"!i)P'i<j, 

3) «..«. - (f>i+fti-i')fa+I'j-s)9.-3-PiR!;.-'l.a(/,+ ü 

- 4 .y,jr. -f Cf - e -)- 3 .ft j. - 4 . G -1- e _ e, 
'S) ■!*!" - (!>i+ft-S)te+ft-9)a'-ftPsfi'-OT!l>,' 

-9Pt!Pi' + a'p'~p'PtPB - 2 .ft'A'-l- 0; 

6) 2.t„<;,- (p,+p,-s)(Pt+Pt~a)g,-i.p,P!g,-i.Pig, + a 

— 4.2>,i)a^,-3.G, 

7) 2.%fe- Oi+a-j)(!>,-l-ft-9)Sp-4.i),y,a,-4.p,f/.-l-ff 

-i.i',aft-3.G-'iji,!7.-3e-e; 

8) s„V - Oi+1'.-4')(J's+1'«-<;)J'i'-2.P,'rPs-3.j),VA 

+ »'fi' - 2 .ft'aPs - 3 . j>,>," -I- G, 

9) e„i,<!, - (fi+p,-g)(Pi+p,-g)p,p,-p,'p,' + Z.Pt'Pi,p^ 

+ PAPtP, - 2 . OTi'ft - 2 -SPtPsPs + ftÄ?! 

+a.Pii'j 

- I1i'ä* + 2 .j>,'rj>, -I-1i,ji,i),Pj ~ 2 .ft'j)/ - 2 .».Aft 

- 2 .a'fti), -(- g.pj, + O 
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10) 'iS - (jPi+P,-S)(fi+P,-S)(j?i+Pt-S)S 

= 3 .Pi%g + 4 .PiPiPi^tf — ^.g^Pi^ - yg^i'dh 

= 3 -äV/ + 4 -iVää + 4 -ifiPa^B - 3 . G - 9 . Äi'iJ^a 
-9.e + 6.2.G-2.G 

- 3 ■ aW + 4 -aVa - Sftftff. -2.0; 

11) hh - (fi +Pi - J) (Pi +ft ~») (Pi +ft-9)Pi 

- 3 . p,'p,p, +p,p,PsP, - 6 -gPi'p, - 3 . gPtPiPi 

+ 3 . g'p^' + Sg'p,p, - fp, 

- PiP,P:Pi + 3 •?,>* - 6 . pfy,' - 3 .Pt'PA 

-3.WA + 3.S + 3.j,p,p, + 3e-2.G 

- APÄP. - 6 .ft'ft' + 40; 

12) 'aS ~ (R + Pi - j) Ol +Aj - rt (P4 +R -))S 

- 2.R'j + 6.1),ji,p,»-äf>,»-Us"j),p, + 6.(/'a-s' 

- 2 .flV + 6p,ftär. + 6 .ft'p* - G - llftPift 

-lie + 6.2e-2ff 
= 6.A*iWB + 2.2'iW— 5i>ii'aS'< — 2-G, 

13) %i6, - fe+a-4')&'i+i's-»)fa+ft-9)ft 

- 4 .ft'aii, + 2 .ftfiPjft - 6 .ja'a - 5 .jftP^, 

+ 2 • »V + 4 . Ap, - Ä 

- 2 .p,p,p,y4 + 4 .ft'Pjl), - 6ft=A' - Sft'APs 

-5ftAft + 2.ff+4.»,R + 4.e-2.ff 

14) s„h, - (j>,+p,-g)(t,+Pi-g)(i>^+p,-g)Pi 

- Pi V + 4 .R'!«)i + SftftAP» - SOTi'ä - TSPtPA 

+g'Pi' + ^-g'PLPa-g'Pi 

- 3 -lirfÄft + 4 .ft'RR + Pi'»' - 6a V ■- TPt'PtPt 

-'?.Aft + G + 5.w,P, + 6(J-2.G 

- 3 .aiirfjj>4- 3 . Pi'ftp, - 4 .fl V - 2 ■ S.nP, + 4 . Gi 

15) 3!cgaa(? = (>i+i's-"i')(P3+i'4-9)(P&+i'e-9)5 

- S.APaPaJ?— 12.yiJ>a/7^ + 6j)j(;' — ^ 

- 8.A''l>»jPa + 8.y,y,!7,-12AP,(;,-12G + 6.2G-2G 

- » -Pi'PaP,- iPiP,g,-^0; 

16) 2.%262= (Pi+A — 3)(Pa+i'i-3)(>5+Po-9)A 

- 4 .ft'Psy, + 4 .PtPsP^i - 4 . JA"» - 8 . SftftP, 

+Ä' + 5-s''l>iA-9'p, 

- 4 .ft'Aa + 4 .PiRpjJj - 4.a>p,'- 8 .ft'ftp, 

-8.s,P,R + G + 5.<;.AA + 6.G-2.6 

- 4.y,2),p,A -4.A=ap,-4.A'yi|'-3.j,ftp, + 4.G; 
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1') h - G'i +A -«) O'i +ft -») Ol +l'4-</) Ol +&-!») 

- 6 -i'i'i'Ä + 5 -ftyaJJÄ - 12 . ja'A - 16 . jAi«), 

+ 6.«'A'+18./ftft-8./ft+3' 

- 6 .iijiiftj), + 6 .a'ftP, - 12 ■ aW - 16 .rfAft 

-16.!;.ftft + 6.G + 18.j,j),ft + 18.e 
-8.2.G + 2.e 

- S.M)i!)j),-10.p,'i)ip,-12.p,V+2-9.Jiil)! + 10-G; 

18) e« - {l>i+P!^ä')0'i+l'3-«)Cft+i'i-9)Os+Ä-9) 

- 6 ■ A'APs + 8 -ftRiJA - 9 ■ JPi'ft - 22 . Jfti),^), 

+ 3 ■ »W + 2 1 ; »'yil'i - 8 ■ »'ft + S* 

- IC -Ä^Äft + 6 -r'lhth - 9 -aW - 22 .pi'ftÄ 

-22?,}i,j), + 3.e + 21.i;.ftR + 21.G 
-8.2G + 2G 

- 8 -ftÄftA - 16 .ft'ftiJ, ~ 9 -PiW - s.filh + 10 . G; 

19) 2 . s„ - {)7, +a - s) Ol + A - S) 0» + A ^ ?) Ol +» - ») 

- ft V + 6 ■ a'ftPs + 9 •ftftj'jii4 - 8 . (ja"j>, 

- 24 . OTi !>* + 2 . /ft' + 22 . /ay, 
-8.!;'a+9« 

- 9nftJs)'i+ 6 -p i'ftft +a'ft'' - 8 .R'ft' - 24 .aViPi 

-24.ä(4,j,, + 2.G + 22.s.aft + 22.G 
-8.2.G+2.G 

- 9-aj'ii?i!'4-i8.a'i>Ä-'-a'ft'"2.((.Aa+io.G; 

20) 2.J,„ - (Pi+A-<;)Oi+a-s)Oi+R"!7)Oe+ft-4') 

- 4.a'l«'3+ 12.aR«i!'4-4-A'a9-28ftftAi/ 

+a V + 23 . s'aa - 8 ■ s'a + »' 

- 4 -ft'!'* + 12 -ayiiHiPi - 4 -a'a' - 28 .a»i«<, 

-28.y,aA + G + 23.<),afc + 23.G 
-8.2.G + 2.G 

- 12 aRftft - 24 .a'ftft - 4 .a W - 6 ■ fta» 

+ 10. G; 

21) 4!s„„ - Oi+ft-«')Oa+Pi-9)Os+ft'S)07+A-») 

- 1 6 .pahPA - 32 . »ai»* + 24 . j'aa - 8 . /a + »i 

- 16 .aMjPi - 32 .a'RR - 32 .ftaA + 24 . ff.aft 

+ 24.ff-8.2.G + 2.G 

- 16 .aWiPi - 32 .ft'ftft - 8 • S.ftfc + 10 . G. 

Durch diese Formeln sind die ZaMen £ äwect als Functionen 
dftr fünf StaimnsMm 

m'APu a'aa, s.mh, a'a', o 
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dai^estellt. Diese fünf Stammzahlen aber können leicht aus der 
Definition der Fläche n'" Oidnimg gewonnen worden. 

1. Das Symbol G bedeutet, wenn es sieh um i Schnittpunkte 
handelt, die Zahl der Variationen i'*"^ Klasse ohne Wiederholung, 
gebildet aus den n Schnittpunkten einer gegebenen Geraden mit der 
Fläche, ist also gleich «(m- l)(n-2)...(f(-! + 1) 

2. Um pi^Ps" zu bestimmen, verbinden wü jeden der n Schnitt 
punkte auf der Geraden der Bedii^ung pi^ mit jedem der n Schnitt 
punkte auf der Geraden der Bedingung ft*. Es entstehen n' Ver 
bindungslinien ; also ist bei zwei Punkten p^ p^ gleich n^ , bei 
drei Punkten gleich n^ (n — 2), bei i Punkten gleich n^ {n — 2) 
(,-3)...{«-.i+l). 

3. um gsPiPi zu bestimmen, suchen wir auf der Ebene von 
j/a die n Schnittpunkte mit der Ebene von ßj und die n Schnitt- 
punkte mit der Ebene von p^, verbinden jeden Schnittpunkt aus 
der einen Gruppe mit jedem aus der anderen Gruppe. Dadurch 
erhalten wir, dass giPip^ bei zwei Punkten gleich w^, bei i Punk- 
ten gleich «^(n~2)(K — 3).,.(« — »4- 1) zu setzen ist. 

4. Um p-^^PiPi zu bestimmen, suchen wir zunächst die w Schnitt- 
punkte der Fläche mit der Geraden der Bedingung p^. Wir haben 
dann noch zu berechnen, wieviel von jedem dieser Punkte aus- 
gehende Gerade einen Schnittpunkt auf der Ebene von p^ einen 
anderen Schnittpunkt auf der Ebene von p^ haben, d. h. wieviel 
Gerade die Bedingung ffpP^p^ erfüllen. Für dieses Symbol können 
wir nach den Ineidenzformeln a^bzen ff,p^+p2^P3 ^^^ Ps^ ff +Pa^Ps- 
Nun sind p^^g und p^^p^ gleich null, G = n{n— 1); also ist Pi^p^Pn 
gleich n^(«—l), also bei i Punkten gleich w^(w—l)(w— 3)... (»—*-|-l). 

5. Um PiPiPtPi zu bestimmen, berechnen wir zunächst gp^PsPi- 
Dieses Symbol ist gleich gtPiPi+Ps^PsPi, also mit Benutzung von 
3 und 4 gleich w'(n-2) + n^{n-i) = n^(2n-ä). Nun aber be- 
deutet gp^PiPi ^^^ Grad der Liuienfläche, welcher von allen Ge- 
raden gebildet wird, die auf den drei gegebenen Ebenen der drei 
Bedingungen p^^, jjg, p^ drei verschiedene Schnittpunkte haben. Diese 
Linienfläche hat demnach mit der Fläche F„ nach den Bezout'schen 
Sätzen {§ 13) co^ Punkte gemein, von denen in einer gegebenen 
Ebene «^ (2m — 3) liegen. Unter diesen Punkten fallen nach 4 

' n^(n — 1) zugleich auf die Ebene von p^, n^ (n — 1) zugleich auf die 
Ebene von p^ und »'(n— 1) zugleich auf die Ebene von p^. Die 
Zahl der übrigen ist der Werth des gesuchten Symbols PiPaPsP^j 
also ist bei vier Punkten: 
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PiPiPsPi = 2»).* — 3«^ — 3w* (w — 1) 
und bei i Punkten gleich nä{2w^-6K+3)(«-4)...(n- j+ 1). 

Fol M = 3 ei^ebt dies die Zahl 27 derjen^en Geraden, welche 
mit einer Fläche dritten Grades auf vier gegehmm Ebenen vier ver- 
schiedene Scknittpunhte Mien, d. h. die Zaid 27 det- auf der Flüche 
liegenden Geraden. 



Setzen wir nun die eben berechneten Werthe der fünf Stamm- 
zahlen in die Formeln ein, welche oben mit Hilfe der Incidena- 
formeln abgeleitet sind, so gelangen wir zu den folgenden Resul- 
taten: 



1) 


,,S.-»(»-l), 


2) 


EäÖ2(7,-W, 


3) 


,.j,_3.«(«--2), 


4) 


.■,&-»{«- l)(«-2), 


6) 


f3V-2.w, 


6) 


£„4r.-J.«(«-2)(,-3)(» + 3), 


') 


Ssiifp — i.n(n—i)(n — 2)in-3), 


8) 


8„V-»(»-3){» + 2), 


9) 


e„6,c,-»(«'-2»'+2»-6), 


10) 


£4^ = 2w(w^3)(3m-2), 


") 


s,S,-«(ll»-24), 


12) 


.„9-»{«~3){»-4)(„>+6..-4), 


13) 


%*,-"(»- 4) (3n' + 6» - 24), 


14) 


t„S, - » {« - 2) {„ - 4) (n» + 2» + 12), 


15) 


<mS-i-«{«-3)(„-4)(n-.5)(»' + 3«-2), 


16) 


.„S,-i.»(»-2)(»-4)(»--5)(»' + 5»+12), 


17) 


Sä-6,»(«-4)(7»-12), 


18) 


.„-2.»(«-4)(»-5)(« + 6)(3«-5), 


19) 


«5,-j.»(«-4)(»-5)(»»+3n> + 29»-60), 


20) 


£,„-l.«(«-4)(«^5)(»"6)(«' + 9»'+20ii-60) 


21) 


«m.-A-»(«-<')C«-5)(»-6)(«-7)(»'+6«'+7«- 



'30). 
i wir einige dieser Resultate in Worte: 



9. Zieht man in jedem PunJcte eines ebenen Schnittes einer Fläche 
n'^ Ordnung eine in ihm und noch anderswo berührende Tangente, 
so bilden die anderen Serükrungspunhte eine Ourve vom Grade 
b(w=-2«^ + 2w-6). 

11. Die Bmihrtmgspunkie der eine Fläche «'"■ Grades vierpitnldig 
berührenden Tangenten bilden eine Ourve vom Grade »(llw — 24). 
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15. DiB äreifachm Tangmten einer Fläche n"" Grades bildm eine 
Linienfläche vom Grade 

l.«{»-3)(»-4)(«-5)(n' + 3n~2). 

17. Mne Fläehe n''" Grades lesüd 5.n(w — 4)(7«— 12) Punhtc, 
in denen eine Tamgente fimfpmktig berühren hann. 

18. Mm Fläche n'™ Grades hesiitsl 

2,»(n-4)(«-6)(n + 6)(3«-5) 
merpunktig berührende Tangmten , welche noch anderswo swel^nMig 
berühren. 

21. An eine Fläche n'™ Grades lassen sich 
i.»(»-4)(»-6)(«-6){«-7)(«' + 6«i'+7»-30) 

vierfache Tangenten legen. 

Es bietet keine Schwierigkeit dar, den 21 Formeln noch die- 
jenigen liinzozufTigen, welche anf die Bedingungen Bezug nehmen, 
das3 ein einfacher Schnittpunkt der mehrfachen und mehrpunktigen 
Tangenten auf einer gegebenen Ebene resp. einer gegebenen Ge- 
raden liegen soll. Dies verdeutlichen die folgenden Beispiele. 

22. Der Grad der Gtirve äerjmigfM PunUe, von welchen sich 
anderswo berührende dreifache Tangenten sidhen lassen, ist gleich ^ von 

Pt (tt +Px-S) (Pi + Pi-g) fe + ft -s) 

- 8 .piPiPsP, - 12 . mar, + a -g'pj, - s'r 

- 8 -Ä»»!), - 12 -»ft» - 12 .ft'RP, -)- 6 . j.ftR 4- 6 . G - 2 . e 

- 8 .j>,s,aP4 - 12 .a'pjp, - 6 .ftap, -\-i.G 

-8.«'(2«>-6«-l-3)()!-4)(»-6)(»-6) 

-12.»»(»-l)(n-3)(»-4)(»-6)(«-6) 
-6.«'(«-2){»-3)(«~4)(«^6)(«-6) 
-l-4.»(«-l)(«-2)(«-3)(«-4)(>i-6)(«-f!) 

-2.n(»^4)(«-5)(»-6)(«'-f3»>-2»-12) 

23. Ihe Zahl detjenigen Haupttangentett, welche, von einem ge- 
gebenen Pmlrtc dei Flacjie amochend, andetswo berühren, ist gleich 

1 



ft* (P. + R - .'/) Ö'i -Fft - ») 
-p'Pi -I- 3 • ft'APe - * ■ m Vi +fly 
-R'a'+ 3 -P'PA + 4 -PiP,' + G 
- 3 .Pi'ftft - 3 .ftW -¥ G 
-3m'(«-l)(«-3)-3.«'(n-2)(»- 
-»(»~3)(»' + 2). 



3)-|-ii(»-l)(«-2){ii-,3) 
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24. IHe Zahl derjenigen Tcmgenten, welche auf drei gegebenen 
Ebenen drei verschiedene eimfache Schnittpunkte hahm, ist gleich 
PiPsPs O4 4-^ -?) = 2 -P^iPsPi ~ ffiPiP^s 
= 2 -PiPsPsPi -PiP^Ps -MhPi 

-2.«^(2»^-6« + 3)(M-4)-Kä|^M"l)(M-3)(«-4) 
-n^(n — 2) {n ~ 3) (n - 4) 

Absichtlich ist jedes dieser Abzählimgaresultate direct aus den 
fünf Stammzahlen und damit aus der Deßitition der Fläche «'™ Gra- 
des abgeleitet, da der Verfasser zeigen ■wollte, wie selbst diejenigen 
Resultate, welche durch die herkömmliclie rein algebraische Methode 
bisher nicht gewonnen werden tonnten (cf. Salmon - Fiedler, Raum, 
IL Th., II. Aufl., Art. 40ö, letzte Zeile), z. B. die Zahl der fünf- 
punktigen Tangenten, sich ohne fremde Hilfsmittel naturgemäss aus 
dem Begriff des zweistufigen Punktsystems ergeben, sobald man 
nur den Bedingungskalkül anwendet. 

Freilich können auch die Resultate stufenweise abgeleitet wer- 
den, z. B. aus den Anzahlen für die Tamgmtm die Anzahlen für 
die Hawpttcmgsnten und Doppeltangenten, aus diesen die Anzahlen 
für die vierpunJctigen, drei-sweipunhtigen und dreifachen Tangmten, 
aus diesen dann die Anzahlen für die fUnfptmktigen, vier-zweipunk- 
tigen, drei-dreipunktigmt, drei-^wei- sweipimJcHgen und vierfachen Tan- 
genten. Beispielsweise folgt ans den drei Zahlen ^«,i\, B^^b^, s^^g 
die Zahl e^ bei Anwendung der Coincidenzformel 1 des § 13 ohne 
Weiteres, nämlich: 

= »(w-4)(3«ä+5M-24) + w(n-2)(M-4)(M2 + 2w-M2) 

-K(»-3)(M-4)(Kä-f6w-4) 
= w{»-4)(35»-60) = 5.w(w-4)(7«-12). 
Um noch andere Formeln aufzustellen, welche die späteren der 
oben berechneten Anzahlen s auf frühere zurückführen, ist es nütz- 
lich, den folgenden Satz zu benutzen, welcher direct aus den Bezout- 
sehen Sätzen folgt: 

„Wenn eine Gerade, welche F„ an einer Stelle a-punJdig, an 
einer anderen Stelle ß- punktig berührt u. s. w., eme 'Regelfläche vom 
Grade v erzeugt, so ist: 

n.v^l .v^-i-a.Va-\-ß.Vß-\- ..., 
wo V,, v„, Vfl,... die Ordnungen der Curvm sind, welche heBÜglich von 
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den einfachen Schnitipunhten , den SteUm cc-punhtiger JBeriihnmg, den 
Stellen ß-punküger Berührung u. s. w. gehüdei werden." 

Um diesen Satz auf unsere Zahlen s anwenden zu können, 
setzen wir nocli fest, dass h^ bei einem Symbole s immer jeden 
infachen Schnittpunkt der betreffenden Tangente bedeuten soll. 



Dann haben i 



nach dem eben 



■ (EaaPO = 2 ■ (^asS'^a) + 1 ■ %fi'ön 

^g)^3. £3, 63 + 2 . cggia + 1 ■ £32 h, 

Mit Hilfe dieser Formeln kann man die auf h^ bezüglichen 
Symbole leicht aus den in den ersten 21 Formeln berechneten Sym- 
bolen bestimmen, z. B. das in 22 berechnete Symbol t^^^hj als 

»■(%a^) — 2.£aaa^a 
= K(»-3)(n-4)(«-5)(«^ + 3«-2) 

-2.i«(w-2)0j-4)(w-5)(«^-|-5M+12) 
= |.w(«-4)(w-5)(w*-llnH6tt-3#-9«'-6w + 72) 
= |n (» - 4) {n - 5) (m - 6) (w^ + 3m* -~2n- 12). 
Bei Anwendung der Coincidenzformel erster Dimension für Punkte- 
paare ist man hiemach im Stande, die Zalilen 



ohne grosse Rechnung als Functionen von n und den Zahlen: 

hS; h^l.! ^Siffi %^3? *3S^Si %Sä3? %B^ä 

darzustellen und zwar oft auf verschiedene Arten; dies zeigen die 
folgenden Ableitungen: 



17) 



17) 
18) 



h = C4&4 . (w — 4) -F E^ftj — E^g . (« — 4) 
= £.j ?»4 . (m — 4) -f (w . £4^ — 4 . £4 ij — £4 (/ . (w — 4) 
= £,(.,.(«- 8) -K 4. £,^, 

£,,a = £4^1 ■ (m — 5) + «i&i . {k — 5) — £^g . {n — 4) (w — 5) 
=■ 2 . (k . E^^ — 4 . £4?! J . (n — 5) — £^^ . (w — 4) (« — 5) 
= s^g. {n — 6){n + 4)-t^b^.S.{n — 5), 

642 = f 32 ^S ■ (^^ ~ ö) + ^32 ^1 ■"%£'■(*'" 5) 

= %ög.(K-5)+(w.%^-3. £3363-2. £aA)-%i'-(« -5) 

= £33?>3.(w-8)-2.Eaa&2+5-e32i7> 
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18) ej,-e,„i,.2 + ii„S,.2-e,„!7.6 

= 4.Saaä6a-6.EasaS'; 

19) 2 . % — «ja ög ■ (»* ~ 5) + Sgg fc^ — 6aa^ (m — 5) 

= eg3&a.(n~5)+(K.E326'— S.fga^a — 2.%fi2) — Sj3(/(m— ft) 
-%i,.(ii-7)-3.«„S, + 6.%J; 

20) 2.j„-.„4,.(«-6) + »„S,.(«-6)-t„j.{»-5)(»-6) 

-2.(«-6)(«..„j-^3.%6,-2.%6,) 

-Eg2(J.(w — 5)(m-6) 

-s„S.(«-6)(«+6)-6.«,jS,.(n-6)-4.«5,6,.(»-6), 

20) «,a-«„,6,.(«-6) + £„S,.3-s„j.S.(«-6) 

-s„4,.(»-6)+3.(»..„s-2.%,!>,)-3.s„ä.(«-6) 
-«,„6,.(«~12) + 18.Sj„y; ' 

21) 4.t„_«„6,.(«-7) + «„,S,.(»^7)-s„,s..(«^6)(»^7) 

-2.(«-7).(«.5„,ir-2..„i,)-.,„j,.(»-6)(»-7) 
-,„».(»-7){« + 6)-4..„6,.(n-7). 
Hiernach erhält man durch Substitution der Werthe von 
BiS, ^iK Sg^g, %&s) ^s^K hn9, hnh 
die oben berechneten Zahlen "bestätigt und zwar f^, zweimal, «j^ drei- 
mal, £33 eimnal, fg^g zweimal, s^j^g einmal. 

Um auch zu den Anzahlen zu gelangen, welche sich auf zwei 
mehrfache und mehrpunktige Tangenten mit gemeinsamem Beruft- 
inngspunkte beziehen, müssen wir einen wichtigen Hilfssats voran- 
schicken. Es sei auf der f"läche i^„ eine beliebige Curve (7 r*™ Gra- 
des gegeben. Dann giebt es 00^ Strahlen g, welche diese Curve C 
schneiden. Ein solcher schneidender Strahl ist also endlichdeutig 
bestimmt, wenn man ihm irgendwelche dreifache Bedingung auf- 
erlegt. Diese enthalte keine anderen Symbole, als solche, welche 
in diesem Paragraphen besprochen sind. Dann lässt sie sich, wie 
dies aus den obigen Entwickelui^en hervorgeht, im allgemeiuen auf 
die Symbole g^, Pige, PiP^^PiViPi zurückführen. Wir unterscheiden 
aber auf jedem Strahle g, der C schneidet, den Schnittpunkt mit (J 
selbst von den übrigen «—1 Schnittpunkten, indem wir ihn mit 
g^, jeden der übrigen «—1 Schnittpunkte mit p^^ jeden der dann 
noch restirenden Schnittpunkte mit p^ und so fort bezeichnen. Dann 
kommt man bei der ZurÜckf^hrung der auf g bezüglichen dreifachen 
Bedingungen nur auf die folgenden, von null verschiedenen Symbole: 
.</«, 9':Pi, (liP^, ^iP^Pi, PiPs, PiPaPi- 
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Die Werthe dieser sechs Symbole ergeben sich leicht aus der De- 
finition der Fläche F w*" Ordnung und der Curve C r"'' Ordnmig. 
Die Ebene Ton g, schneidet C m r Pimkten; also ist, wenn es 
sieh nur um den Schnittpunkt auf C handelt, g, gleich r. Ist also 
von i Schnittpunkten die Rede, so ist: 

(/, = r . (m - 1) (k - 2) . . . (w - z 4- 1). 
Ebenso ergiebt sich: 

g,p, = r.n{n-'2)...{n-i+l). 

Bei (iiP^ beachte man, dass die Ebene der Bedingung g^ die 
Curve G m r Punkten, dass die Gerade von p^ die Fläche F.^ in 
n Punkten schneidet und dass der Verbindui^sstrahl jedes von den 
r Punkten mit jedem von den n Punkten einen Strahl liefert, der 
schneidet und QiP^ erfüllt; also ist: 

ä,rf-.-.»(«-2)(»-3)...(»-i+l). 

Um qiPsPs 2U bestimmen, erinnern wir uns, dass' von jedem 
der )" Punkte, in denen die Ebene von 3j die Curve (7schneidet,K(ra—l) 
Strahlen ausgehen, die auf zwei gegebenen Ebenen verschiedene 
Schnittpunkte haben; also ist: 

9'ii'A = »■ ■ w (« — 1) (w — 3) . . . (w - -i + 1). 

Ferner geben von jedem der n Punkte, in .denen die Gerade 
von P2^ die F^ schneidet, r,(n—i) Strahlen aus, die ausser in C 
noch in der Ebene der Bedingung p^ einen Schnittpunkt besitzen; 
also ist: 

a'a_r.«(«-l)(«-3). ..(«-!+!). 

Hiemach ist bei AieiVuakten gp2p^-=^gfPg+p2^p^ = r.n.(2n — d). 
Dies ist also der Grad der Linienfläche, die von denco^ Geraden 
gebildet wird, welche G sehneiden und ausserdem auf zwei ge- 
gebenen Ebenen verschiedene Schnittpunkte haben. Diese Linien- 
flache schneidet F„ in r.K^(2w — 3) Punkten, unter denen sich 
erstens g'ii'ai's = »" ■ w (« — 1) befinden, die auf G liegen, zweitens 
r.M(K—l), welche die Bedingung j:)a^jjg erfüllen und drittens r.n{n—\), 
welche _^)2l'8^ erfüllen; also bleibt bei drei Punkten: 

PiPsPi-r .n^ {2n~5) - 5 .r .n(n- l-=r .n(2n^ -6n + ^), 
und bei i Punkten: 

P^PiPi = »* ■ » (2n^ — 6m + 3) (« — 4) . . . (w — i 4- t). 

Vergleicht man diese sechs Resultate mit den oben für die 
fünf Symbole: 

Piff', PiPi9^, PiW, Pi^p2pa> PiPsPsPi 
gefundenen Werthen, so sieht man, dass die UmwanäeUmg der Be- 

Sehnbert, £alkUl der sbzälilenden Qeometeie. 16 
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diiigunff 2'i *** 1^*0 Bednigung, die Oivrve C r"^ Grades su schneiden, 
wuf die Werthe der StammZahlm Icdnm anderen Einfluss ausübt, als 

dass dieselben mit dem Bruche — - muUi^lidH ersdteinen. Dieses Re- 
sultat kanH man aussprechen wie folgt: 

Bei jeder Fläche F^ n'™ Grades ist die Zahl der Geraden, welche 
eine beliebige, auf ihre n Schnii^u/nkte mit F„ hesügliche dreifache Be- 
erfüUen imd ausserdem eine auf F^ liegende Curve C r^'^ 
! schneiden, — med so gross j als die Zähl der Geraden, welche 
dieselbe dreifache Bedingung erfüllen und ausserdem einen Schnittjmnld 
auf einer gegebenen Ebene besitzen. 

Dasselbe Resultat würde mau aus dem Bezout'sclieii Satze er- 
halten, wenn man wüsste, dasa die Schnittpunkte der jene dreifache 
rfüllenden Geraden auf F« eine Curve bilden, welche der 
? Schnitt der F^ mit einer gewissen Fläche ist. 
Mit Hilfe des eben bewiesenen Hilfssatzes kann man aus 
unseren Abzählungsresultaten eine grosse Menge neuer Anzahlen 
erhalten, wie die folgenden Beispiele verdeutlichen: 

25. Aus 2) folgt, dass EgigfTp = E2(/, = m(w — 1) ist; also geben 

durch einen Punkt im Räume w (w — 1) = r . (« — 1) Tangenten, 

deren Berübrui^spuntte auf einer in der Fläche liegenden Curve 
r*'". Grades eich befinden oder, was dasselbe ist, die Tangential- 
ebenen in den Punkten einer auf F^ Hegenden Curve r'™ Grades 
bilden einen einstufigen Ort vom r .(n— Vf™ Grade. Z, B. gehen 
von den Tangentialebenen in den Stellen vierpunktiger Berührung 
(Nr. 11) immer m(11w — 24){w — 1) durch jeden Punkt des Eaumes. 
Ebenso folgt leicht, dass es n {n — Xy Punkte giebt, in denen zwei 
Tangenten berühren, deren jede durch einen gegebenen Punkt geht, 
mit anderen Worten, dass durch eine Gerade w(m— 1)^ Tangential- 
ebenen an die F„ gelegt werden können, 

26. Aus 3) und 5) folgt e^b^g = s^%^ + s^g,^2 .n-it-^n.(n-2) 
= m(3k — 4). Dies ist der Grad der Curve der Berührungspunkte 
aller eine gegebene Gerade schneidenden Haupttangenten, Diese 
Curve schneidet also nach unserem Hilfssatze die Curve vierpunkti- 
ger Berührung {Nr. 11) in — -n {3n — 4) . £^6^ = (ßn — 4) . e^b^ 
Punkten. Unter diesen Punkten befinden sieb die e^g Berührungs- 
punkte der die gegebene Gerade schneidenden vierpunktigen Tan- 
genten. Die übrigen 
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Punkte sind also Punkte, in denen vierpnnktige Berührung statt- 
findet und in denen eine Haupttangente berührt, welche die ge- 
gebene Gerade schneidet, ohne mit der vierpunktigen Tangente 
identisch zu sein. Da nun nsich Nr. 5 in jedem Punkte einer -F„ 
nur mvei Haupttangenten berühren, so ist jene Zahl die Zahl der- 
jenigen dreiptinhHg berührenden Tangenten, loekhe mit emer vierpimkti- 
gen Tangente demeWert Berührungspunkt haben umd dabei eine gegebene 
Gerade schneiden. Wir fassen jetzt jede vierpunktige Tangente mit 
derjenigen Haupttangente zusammen, welche denselben Berührungs- 
punkt hat. Dadurch entsteht auf der F, ein einstufiges System 
von Strahlenpaaren; auf dieses wenden wir die Coineidenzformel 
21 des § 15 an. Dann ist 0p = £^h^ und se nach Nr, 25 gleich 
s^b^(n-~l) zu setzen. Das Coincidenzsymbol so bedeutet die Zahl 
deqenigen vierpunktigen Tangenten, welche mit Haupttangenten 
zusammenfallen, die denselben Berührungspunkt haben; diese Zahl 
ist also gleich; 

s^g + [(3w — 4) . s^h^ — s^g] - sj?^ - £464 , (n - 1) 
^2.(n-2).£^b^^2n{n-2)(lln-2i). 

Da man zusammenfallende Haupttangenten jm(ä>olische Tan- 
genten und ihre Berührungspunkte parabolische Tunkte nennt, so 
kann dieses Resultat auch so ausgesprochen werden: 

Es gicbt auf einer Fläche n"^ Ordnung 

2.n(ii-2)(llw-24) 

vierpunkUg ienihrende parabolische Ta/ngenten. 

27, Es liegt nahe, im Anschluss an das eben gefundene Re- 
sultat die Ordnung der parabolischen Ourve und den Grad der 
Regelfläche der parabolischen Tangenten zu bestimmen. Zu diesem 
Ende fassen wir je zwei in demselben Punkte berührende Haupt- 
tangenten als Strahlenpaar zusammen. Dadurch wird auf der F^ 
ein zweistufiges System von Strahlenpaaren gebildet, auf welches 
wir die Coincidenzformeln 39 und 49 des § lö anwenden. Wir 
haben dann zu setzen: 

6g,^3n(n-2), öK = 3w {n - 2), Gp^ = 2 . w, 
ej)e = 2. «(«'-!), ae^^2n{n-lf. 

Um ögh zu bestimmen, wenden wir den oben bewiesenen 
Hilfssatz an und benutzen den Werth des Symbols £3&3(/ = £3^e + %V 
zweimal, den Werth des Symbols fg,(/^™ %i/e4-%i/p einmal. Dann 
kommt: 

16^ 
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Also ergiebt sieh durch, die angewandte Coincideiizformel für 
die Ordnung der paraioUsdien Curve: 

3w (« — 2) + 3« (w - 2) + 2 . w - 2w (» - 1) = 4 . M (w - 2), 
und für den Grad der von den parabolisehen Tangenten gebildeten 
lAnienfläche: 

4«.(2w'=-6n + 5)-2.w-2.«(«-l)^ = 2M.(n-2).(3»-4j. 

Nach unserem Hilfsaatze haben die parabolische Curve und die 
Ourve vierpunktiger Berührung 

4« (w- 2). (11k -24) 
Punkte gemein. Die Zahl der Tangenten in dies&n Punkten haben 
■wir aber in Nr. 26 gleich 

2«.(h-2)(Uw-24) 
gefunden. Dass die erstgenannte Zahl doppelt so gross ist als die 
letztgenannte, erklärt sich dadurch, dass die parabolische Ourve 
und die Curve vierpunktiger Berührung sich an 2K(?i — 2)(lln — 24) 
Stellen sweipiinktig herühren. 

28. Wir stellen uns die der metrischen Geometrie angehörige 
Aufgabe, die Zahl der Kretspunkie einer Fläche F„ n""' Grades zu 
bestimmen. Ein Kreispunkt ist ein solcher Punltt, in welchem beide 
Haupttangenten den unendlich fernen ims^naren Kugelkreis schnei- 
den; wir haben also, wenn wir der Aufgabe die projective Fassung 
geben, zu bestimmen, wie oft ein Punkt auf der F^ Berührungspimkt 
zweier einen gegebenen Kegelschnitt schneidender Haupttangenten 
ist. Nach dem Princip von der Erhaltung der Anzahl (§ 4) dürfen 
wir stau des Kegelschnittes jede seiner beiden Ausartungen annehmen. 
Nehmen wir zuerst die Ausartung, bd welcher die Kegelschnittpunkte 
sioei Gerade bilden. Dann kann die gestellte Forderung auf zweier- 
lei Weise erfiillt werden; erstens, wenn jede der beiden Geraden 
von einer der beiden Haupttar^enten geschnitten wird; zweitens, 
wenn die eine oder die andere Gerade von beiden Haupttangenten 
geschnitten wird. Die auf den ersten Fall bezügliche Zahl ist schon 
in Nr. 27 als der Werth des Symbols sgh bestimmt. Wenn, wie 
im zweiten Falle, eine Gerade von beiden Haupttangenten geschnitten 
werden soll, so liegen diese mit ihr in derselben Tangentialebene; 
also ist die gesuchte Zahl der Kreispunkte 

4.ra(2K^-6« + 5) + 2.«(»-l)ä = 2.«(5re^-14M+ll). 
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Eh ist vielleicht interessant, dieses Resultat auf eine zweite 
Weise au finden, indem man statt des Kegelschnittes seine aiidere 
Aiisa/iimng wählt. Bei dieser bilden die Pimkte zwei ^vsammen- 
fallmäe Gerade. Die gestellte Forderung, dass jede der beiden 
Haupttangenten den Kegelschnitt schneiden soll, wird also erfüllt 
erstens von den parabolischen Haupttangenten, welche die Doppel- 
gerade achneiden, zweitens viermal von den Haupttangenten, welche 
in einer durch die Doppelgerade gehenden Tangentialebene liegen, 
drittens von den Haupttangenten, welche in den n Schnittpunkten 
der Doppelgeraden mit der F„ berähren; also ist die gesuchte Zafd 
der Kreispunlde auch gleich 

2n(n-2)(Bn-A) + 4.n{n-iy + '2.n^2n{5n^-i4n+U). 

In der Salmon-Fiedler'schen Eaumgeometrie (2. Änfl., pag. 43 
bis 46) ist diese Zahl um die Zahl der in einer Ebene liegenden 
Haupttangenten su gross angegehm. Das richtige Resultat gab zu- 
erst Voss in den Math. Ann. Bd. IS pag, 241 (Lit. 44). Aehnlich 
kann man auch die metrischen Probleme lösen, in denen nach Ord- 
nung und Klasse der Krumtmingsmitte]ptmktsfläche (Lit. 45) oder 
nach Feldrang und Bündelrang der von den KrümmungsUmentan- 
gmtm gebildeten Congruenz gefragt wird (Lit. 46). 

29. Um die Zahl derjmigen PunJcle äer Fläche n'^ Ordnung mi 
hesUmmen, in denen die h^m Smipttcmgentm vierpmküg ierüJwen, 
ohne susammei%suf allen, betrachten wir das Punktepaar, welches 
durch einen Punkt der Ourve vierpunktiger Berührui^ und einen 
derjenigen n~Z einfechen Schnittpunkte erzeugt wird, die auf der 
in jenem Punkte nur dreipunktig berührenden Haupttangente liegen. 
Auf das von solchen Pnnlifcepaaren gebildete einstufige System wen- 
den mr die Coincidenzformel erster Dimension für Punktepaare an 
(§ 13, Formel 1). Dann erhalten wir für das Symbol p dieser 
Formel fjö^.(w — 3), für g den schon in Nr. 26 berechneten Werth 
(3m — 4). «^^4— fiß multiplieirt mit n — 3. Um das Symbol q der 
Formel zu berechnen, wenden wir dasselbe Mittel an, welches uns 
ohen(p.239)zuden&, enthaltenden Symbolen führte. Dann bekommen 
wir fär 2 den Werth n.\(Zn — A).i^'bi — e^g'\ — 'i.e^l^; also ist der 
Werth des Coincidenzsymbols jener ai^ewandten Formel gleich 
[Ej>^.{n-2>)] + ln.i%n-^).iJ)^-n.8^g-Z.sJ)i] 

-[(3w-4).a4Ö4.(n-3)^s,,(7.(«-3)] 
oder 

£,64.(10re-18)-3.£j/. 
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Das Coinddenzsymbol wird aber in awei Fällen crfiillt, erstens 
bei jedem Punkte, in dem msoAnmenfaU&nde Haupttangenten vier- 
. punktig berühren, zweitens zweimal bei jedem Punkte, in welchem 
die beiden Hmvpttangmten, gebrennt liegend, merpunktig berühren. Die 
Zahl der im ersten Fall genannten Punkte ist in Nr. 26 berechnet. 
Die auf den zweiten Fall bezügliche Zahl ist die gesuchte. Für 
diese erhalten wir also: 

^ . F^ti . {Wn - 18) - 1 . t^fir - (m - 2) . e^b^ 
= s^\ . (4:71 - 7) - i . £^g (Lit. 47). 
Nach Substitution der oben berechneten Werthe für hj}^ und 
£^g erhalten wir das Resultat: 

„Eine Fläche n'^ Ordnung hesiM 

5w.(7#-28w+30) 
Punkte, in denen die beiden Haupttangenten vierpwnktig berühren, olme 
msammsrtsufallen." 

Für « = 3 erhält man hieraus die Zahl 135 der Schnittpunkte 
der 27 auf einer Fläche dritter Ordnung liegenden Geraden. 

Der Verfasser hat in seinen „Tangentensingularitäten" (Math. 
Ann. Bd. 11 pag. 377) ausser der eben berechneten Anzahl und 
den meisten der vorangehenden Anzahlen noch viele andere Itesul- 
tate bestimmt, aus welchen wir hier die folgenden hei-vorheben: 

30. Die Zahl der in parabolischen Punkten dreipunktig und nodi 
anderswo sweipimJctig berührenden Tangenten beträgt: 

2m (m- 2) («-4) (3k* + 5« -24). ' 

31. Die Zahl der an einer Stelle dreipur^iMg, an einer anderen 
Stelle sweipunkHg berührenden Tangenten, hei denen die TangenUal- 
ehenen der hmden Berührungspunkte msatnmenfaUen, oder, was das- 
selbe ist, die Zahl derjenigen Doppeltangentidlebenen, bei denen der 
Verbindungsstrahl der leiden BerOhrmig^unJite in einem dieser Be- 
rüJmmgspimkte dreipankUg berührt, beträgt: 

« (m - 2) (n — 4) («ä + 3n^ + 13w - 48) 

32. Die Zahl deryemgen Purste, m denen die eine Hauptt/mgente 
vierpunkUg, die andeie nur dreipunkttg, aber no<.h andasuo cwei- 
punktig berührt, betiagt 

n(n~4:) (27 «^ - 13n° - 2Wk + 39fi) 
33 Du. Zahl derjenigen Ptmlif, in welchen die beiden Satvpt- 
tangenten, gelrennt hegend, dreipankttg berühren, aber so, dass jede 
von ihnen dit Flaekc noch anderswo ^weipimktig berührt, ist gleich; 
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n {n — 4) (4w^ — 4«* — 95«' + 99»*^ + 544« — 840). 

34. Die Omve dmjenigen ÄMÄfe, in denen eilte drd-müeipmiktige 
Tcmgerde dreipunktig herührt, berührt die Owne der parabolischen 
Funkte überall, wo sie dieselbe trifft, sweipunkUg und 0icar in der^migm 
parabolischen PwnMen, deren Havpttangeiiteii nodi anderswo berühren. 

35. Ihe Om-ve derjenigen PwMÄfe, in denen eine drei-mveipunMge 
Ttmgente drei^nktig berührt, berührt die Cwve vierpankUger Berüh- 
rung in den BervJirung^mklen der fiinfpimkUgen Tamgenten mvei- 
pmiktig umd schneidet sie ausserdem noch einfach, erstens in denjenigen 
Punkten, wo die vier-gtväpunkUgen Tangenten vierpunlcUg berühren, 
zweitens in denjemgen Funkten, wo die eine Hatfpttangente vierpimkUg 
Imihrt, die andere Sai^ttangente eine dret-stoeipimktige Tangen^ ist. 



% 34. 
Die Coincidenz mehrerer Puntte einer Geraden (Lit. 48). 
Schon im vorigen Paragraphen haben wir uns mit der Co- 
incidenz von mehr als zwei Punkten auf einem Gebilde beschäft^t, 
welches aus einer Geraden und n darauf befindhchen Punkten be- 
stand, nur daaa die Definition dieses Gebildes die Sesdiriinkimg ent- 
hielt, dass die n Punkte einer und derselben Fläche angehörten. 
Hier beschäftigen wir uns uait dem allgemeineren Gebilde F, dessen 
Definition ebenso lautet, aber frei von dieser Beschränkung ist, 
also aus einer Geraden g und n in ^ liegenden Furüiteti 

besteht. Die (n—1) -fache Bedingung, dass diese n Punkte auf 
ihrem Träger g an einer und derselben Stelle coincidwen, bezeich- 
nen wir mit s. Es handelt sich darum, e durch die auf 

g,Pi,p2,---P. 
bezi^^Iichen Grundbedingungen auszudrücken. Dieses gelingt bei 
Anwendung der symbolischen Multiplication vermittelst der Fonnel 
für die Coincidenzbedingung beim Punktepaare (§ 13, Formel 1). 
Hiemach ist die Bedingung ea, dass die Punkte pi und pt auf g 
coincidiren, ausgedrückt durch: 

eik—lh+pt-'O; 
daher erhält man für die zweifache Bedingimgj dass auf </ an einer 
Stelle die Punkte pi und 2h, an einer anderen Stelle dio Punkte jv 
imd Pf coincidiren, die Formel: 
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*.-* . */-s = (Pi +Pk - 9) iVr + Ih - O) 
=pipr +PiP, +lhPr +Pkp, 

~ ä (Pr +P> +Pi 4-p*) + (</. + Ä,)- 

Multiplicirt man in derselben Weise die Formeln für die Be- 
dingungen: 

*i2, ^1-6, hi? ^i:.,---eii, 
so erhült man eine Formel für die Bedingung e, das« iiuf <) die 
n l\mlde 

PuP^-,Pi, ■■■!'« 
an einer und derselbmt Stelle cmnctdiren. Es ist also: 

e'^ipi+Ps-ff)(ßi+Pi-(J)(Pi+Pi'- {/)■■. {Pi+p»-l/). 
Da mau, wie eben den Index 1, jeden der w Indices bevor- 
zugen konnte, so muss man nach Äusfiibxang der Mnltiplication 
der (»— 1) Faktoren fttr e einen in den n Indices symmehisclien Aus- 
diTiek bekommen können. I*ies gelingt am kiirKesten so; man 
ordne den Ausdruck für s nach steigenden Potenzen von j^j — (/; 
dann kommt: 

£ = ß,_i + «.-=.(?'!-£/) + ««-3- fe -1/7 + .. . + «o-i>i --;/)"-', 

wo 1 I I 

«0=1, ai=iJa+i'3 + -.-iJ«, 

und überhaupt «j gleich der Summe der sämmtlicben (re -- 1), Pro- 

dncte von je i verschiedenen der k — 1 Symbole 

p2,Pi,Pi, ■■■!}« 

gesetzt ist. Nun aber ergiebt sieh aus den Incideiizforinehi des 

§ 7 für die Potenzen \oap\ — g Folgendes: 

Ol " gf —Pi" ~ 2 .p^g + g^ 

=ih^~(pi^+9')-pig+(g^+gi) 

--piä+üp, 
(ih - oY = i-pi9 + 9p) Ol - y) 

= -Pi V -^pigp +Pi9^ - g> 

^-(Pi^+Pig.)+Pigp + iPi'+g,+Pi'j.)-g. 

=Pigp, 
(^i-gY=ih9p(pi'9) 

-Px^9p-Pi9^ 

also überhaupt 

(p^_^)". = für m>3. 
Substituirt man die erhaltenen Werthe für die Potenzen von 
Pi—g, so kommt: 
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£ = (««-.i+ft««-3)-(7(«,-2+J>i«™-3)4-i/,-(«.-3+ft«..-4); 
liier iiber ist jede der ärmKlajumern symmetrisch in den p^,p,2,...p„, 
da immer 

K( +Pi Cti _ 1 

die Summe der sümmtlichen st; Producte von je i versohiedenen der 
n Symbole p^, p^f-Pi wü^d. Setzt m<m daher immer für solche 
Summe ßi, so erhält man schliesslicli die gesuchte Haiiptformel 

Zur Vördciitliehung specialisiren wir diese Formel für n^i; 
daun hat man: 

s -ftAPa +PähPi +lhPsPi+P2l>3Pi 
- 9Pip2 - ffPiPs - 9Pilh - fflWs - !/m>-i - 9Püh 
+ Mh + 9pPi + 9pPs + Mh- 
Aus 1) erhält man durch symbolische Multiplication mit den 
auf g bezüglichen Grundbedingungen: 

2) ge ^gß.-.-(g^ + g.)ß.-. + ilsß.-,, 

3) gpe=g,.ßn^.~g.ß.^2+Gß.-„ 

4) g.B^g,ß,_r-g,ß„_„ 

5) g.8 = g,ß„_,-Gß„-„ 

6) GB=Gß„^i. 

Um zweitens auch die auf den Coinddenspmild bezüglichen Be- 
diugungen au sau drücken, führen wir die folgenden Bezeichnungen 
ein; es mögen 

JJm-..«, fm-.-^, P^lii-..n 

die Bedingungen bedeuten, dass die n Punkte p coincidireii sollen ii'iid 
zugleich der Coincidenspmüd bezüglich 

auf einer gegebenen Ebene, 



in einem gegebenen Puiikte 
liegen soü. Die Formel fiir pusi.-..« erhält man durch Moltiplicatiou 
der Formel 1 mit ii^end welcher der n Bedingungen j^j, j)^,...^«. 
Am schnellsten gelangt man zum Ziele, wenn man die die Sym- 
bole a enthaltende, der Formel 1 vorangestellte Formel mit p^ 
multiplieirt; dann ergiebb sich zunächst: 

J)1B3 ■ ■ ■« -A ß«-i + V«"-2 

-ftS(a„_ä-A'y««-3 
+Pjgj,a„^s +p^^gp((„-i. 



yGoosle 



250 Fünfter Abschnitt. 

Hieraus folgt aber bei Änwendimg der Iiiuiilenzforinein tur 
Strahl und incidenteu Punkt (§ 7): 

-J7,«„_S-iJi^eRn-3-i','««-5+JJi''ff«_i, 

=ftß„_i-i'8(a„_s+ft«„_3) 
Führt man jetzt wieder die Symbole ß ein, so erhält luan 



Specialiairt man wieder, indem man n = 4 setzt, so kommt: 
i'iaai - PiPd>3Pi - 9':PiPi - 9^Pah 

-ff^PiPi ~ 94hP^ - S^P^Pi - ff^PiPi 

+ 9^pL+ff^p2+ff,Pi+9>Pi- 

Muliiplicirt man Formel 7 mit g^ und mit G, so erhält man: 

8) ff.Pm...«-geßn-Gßn-^, 

9) GpnB.... = Gß.- 

Die Formel für^^igs,,.?, erhält man am sclmellsten, wenn man 
die Formel 4 von der mit ff multiplicirtcn Formel 7 ßubtrabirt und 
beachtet, dass immer 

pg — ffe=P^ (Incidenzformel I des § 7) 
ist; dann ergiebt sich: 

10) p\2S...n-gßn-tf.ßu~l + Gß.^,, 

und hieraus; 

11) gep'm....-a,ßn-Gß^^,. 

Die Formel für jpVa...« erhält man, wenn man die Formel 5 
von der mit g^ mulfciplicirten Formel 7 subtrahirt und beachtet, dass 

pgp~9'""P^ (Incidenzforinel II des § 7) 
ist; dann ergiebt sich nämlich: 

12) i^x^z....'=ff^ß.-9.ß.-i + Gß.-.2. 

Die voranstehenden sechs Formeln 7 bis 12 kömion benutzt 
werden, um umgekehrt die sechs Bedingungen 

Gpipt ■ ■ -P«, g^PiPi ■■■P''y g^PA ■ ■ -Pr,, 

g^PiPi-'-pii, gpiPü--p«, PiP-2---p« 

durch Coincidenzbedingungen allein auszudrücken. Der Kür^e wegen 
leisten wir dies nur für den speciellen Fall « = 4 nnd lassen dann 
die Resultate für ein allgemeines n iinmittelbar folgen. 



y Google 



Diu mehtfaclien Coinüideuzon. 251 

Formel 6 lässt sich für n = i schreiben wie folgt: 

13) C^PiPiPiPi=<^Pmi- 
Aus Formel 11 ergiebfc sich: 

ff'PiPiPiP4 = 9>p\iu + <^PiPsPs + G-PiPiPi + <^PiPü\ + ^hhPsPi 
oder 

14) c/,PiPi,PiPi = 9'P\2Si + ^Pm + <^Piu + '?i*i34 + (^Pm- 
Ebenso erhält man aus 8: 

lö) g.PiPüWi = ^.^1331 + Gpii + Gxhi + Gpii+Glh^ + Gpu + Gp.,^. 
Formel 12 giebt zunächst: 

MhlhPüh =P\2Ai + (ff^iiis + Gp,s + Gpis + G-pis) 
+ i0^p\u + Gpi2 + Gpri + Gi'sJ 
+ {9^P\u + GP2, + (^Pii + Gp,^) 
+ (0^p\m + Gpi, + Gp^i + Gp,^ 
- Gj^iä - Gpn - Gpii - Gp2s - Gpu - Gp^i 
oder 

16) (JpPiPühPi =P\i>si + S'P\u + 'J^P\i 

+ 9^p\ii + 9^p\i + Gpn + GjOjs 
+ (?iJi4 + G^fts + Gp^^ + Gp^^. 
Äehnlich ergiebt sieh aus 10: 

aPiPühPi —P\ii + O^Pm + i/'Pi24 + i'*i'i34 + 9'P'iäi 

— Gp^ — Gp3 — Gps — Gpi 
oder 

17) SPiPiPsPi =P%Si +9ePiia + Sepiu + 9'PlSi + ff^P^M 

+ 2 . (G_p, + Gpä + Gps + Gpi). 
Endlich erhält man aus 7: 

PiPdhPi -Pusi + 9ePu + H^Pii + ^-i^y 

+ .?si'ä3 + ^«i'a* + g^Pai + Q-G 

- ?.l'i^ - 9^P/ - 9^Pa' - 9.Pi - 4 . (? 
oder 

18) p,PiP-^Pi -"Pvm + 9ePii + 5-i>i3 + 9.Pii 

+ 9^Pn + 9^P^ä+9ep^i 

- 9ePi^-9^P/-9^Ps^-9^Pi+'^-G. 

Wir vertillgoiiieineni jetzt die Formeln 13 bis 18 von n = 4 
auf ein allgemeines n und setzen zur Äbkürziing 

gleich der Summe der sämmtlichen Symbole, welche man erhält, 
wenn man beziehungsweise dem Symbole 
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als Index alle möglielien n^ Zusamuienstellungeu von * verschiodt;- 
iien unter den n Indiees 

1, 2, 3,...n 
giebt. Mit Hilfe dieser Abküi-zung lassen sich die Fonnulii 13 biw 
18 für das allgemeine n schreiben wie folgt: 

13) trj'ii'a ■ ■ -i"» == ös„, 

14) i7.i'ii'2 ■•■i'n -i'c8»' + (^S«-!, 

lö) g^piPi...p„='S„^ + g,s\-i + Gs„-ii, 

17) tfÄJ3a...i3„ = s„^ + ?,a„_i + 2,G8„_a, 

18) i>ift . ■ -iJ« = Ün + Oe S«-2 - fs s^_s 4- 2 . Gs„„4. 

Die Formeln 13 bis 18 können weiter benutzt werden, um 
aiicb die in den Formeln 1 bis 6 berechneten Coincidmzbedingtmgen 

f, sg, Bffj,, £ff^, Bg,, sG 
durch die Symbole 

auszudrücken. In den Formeln 1 bis 6 treten nämlich keine anderen 
Bediiigungeu aitf, als solche von der Form: 

G-piP^-Pi, 9,pip,...pi, 

gePiP^.--Ph 9pPü>i—Pi, 

ffPlP2---Pi, PiPi--Pi- 

Mau setze also für diese Bedingungen die rechten Seiten der Gleich- 
ungen 13 bis 18 ein; dann ergiebt sich mit Beuutzmig der durch 
den Buchstaben s vorher eir^eführten Abkürzungen: 

19) . s = s„-i~s\-.2 + sK-i, 

20) E(7 = s\_i — S='„_8 + ?8S„_2-2.i/sS\_3, 

21) Bg^^A_i+ff,sK^, + Gs^^,, 

22) ege — g.s„-i—9es\-i^ 

23) Bg,^(i,s\^.^-\-GSn-2, 

24) £G=(?5„_i (Lit. 48). 

Zur Verdeittliehung specialisiren. wir die Foriaeln 19 l>is 23 
so, dass jede von ihnen vierter Dimension wird; dann haben wir 
för 19 » = 5, für 20 »=4, für 21 n=3, für 22 «-3, für 23 
« = 2 zu setzen und erhalten: 

19) e =ft,3i +Pui& +Px2ih +i'lS45 +iJ2345 

-J» m -i*^ä4 -P m -y^si -/i36 -/i4ii 
-P\zi -/ss6 -P\i'i -P\4i 

+P\i +P\s +P\i +i'^5 -^P\3 +P\ 
+P\ +i''34 +P^K, +I'^il5l 
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20) eg =^J^gg +p\4, +P\ai +iAm 

-i'^ä -i>^B -lAi -p%s -p^i -^si 

+ ff^Pli+S->PlS + 9^Pu + ff''lh3+Sepsi+S^Psi 

- 2 . i/.pi^ - 2 . g,p/ - 2 . g.ps" - 2 . ^.M 

21) ££(;. =/i2 +i)äi3 + j3^3 + ö'^J^i' + (J,P2^ + !?»ft' + G-, 

22) £^, - </bJ3i, + g.Pxs + 9ePiB - 9ePi - 9'>ih^ - g^p^, 

23) ig,='g,p^-^g,p^-\-&. 

Die entwickelten Formeln werden im VI. Abschnitt eine wich- 
tige ÄJiwendmig finden, nämlich bei der Charakteristikentheorie des 
Gebildes, welches aus einer Geraden und w darauf liegenden Pimk- 
ten besteht (§ 42). 

Es liegt nahe, die Coincidenzfonneln dazu zu benutzen, um 
gewisse der im vorigen Paragraphen berechneten Anzahlen hu 
controliren reap. sie auf elegantere Weise abzuleiten. Wir wählen 
da^u beispielsweise die Formeln 19 bis 23. Bezeiclmen^^,^^,...j>, 
die n Schnittpunkte des Strahles g mit einer vorliegenden Fläche 
F^ m*^' Ordnung, so reduciren sieh alle Symbole dieser Formeln 
auf null, ausgenommen 

<^, ffePll, P\li>, PliU 

und diejenigen Symbole, welche ebenso gebildet sind, aber andere 
Indices haben. Bei unserer Anwendung wird also aus den Formeln 
19 bis 23: 

8g^4.p\s^ + 6.geih2, 
£gp = G, 
s(j, — Z.g,p^.^, 

Nun ist ö bei zwei Punkten gleich n[n— 1), bei drei Punkten 
gleich 11 {n — 1) (n — 2), femer g^p^^ l^ei drei Punkten gleich m (w — 2), 
bei vier Punkten gleich n (« — 2) (k — 3), femer p\^^ bei vier Punk- 
ten gleich 2. »(«-3), bei fiinf PuBkten gleich 2.rt(w-3)(w-4), 
endlieh p^^^^ bei fünf Punkten gleich m(11w — 24)(» — 4); also ist 
nach 

Formel 23, äie ZaM der m finmh Sb alilMi'^cfhel heqinden Tanrjentfn 
gleich m(w— 1), 

Formel 22, die Zähl det in enu-in chtnen S/hnilk Uigciidni Haupt 
tangentm gleich 3 . n (ji — 2), 

Formel 21, die Zahl det äunh nnen fjei/dienen PimJt gehenden 
ffaupttangentm gleich n (» - 1") (" — ^\ 
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Formel 20, der Grad der von dm 



4.2.m(m^3) + 6.k(«-2){«-3) = 2.«(w-3)(3w-2), 
Formel 19, die Zahl der fünfpmüdig herührenden Tangenten gleich 
5.«(11«-24)(h-4)-10.2.w(w-3){m~4)=^Ök(«-4)(7b-12). 
Biese Bestimmung der Zahl der fünfpunktigen Tangenten bloss 
aus dem Grad der Curve vierpunktiger Berührung und der Zahl 2 
der in einem und demselben Punkte berührenden Haiipttangeiiten 
dürfte noch einfacher sein, als die früheren Bestimmungen. 

Es hindert nichts, diese Berechnungen auch auf Systeme von 
Flächen auszudehnen. Beispielsweise suchen wir in einem ein- 
stufigen Plächensjsteme die Ajizabl deijenigen Flächen zu bestim- 
men, welche sechsptmktig berührende Tangenten besitzen. Zu diesem 
Zwecke haben wir die Formal 19 für n=6 zu specialisiren. Es 
treten dann rechts 6i Symbole von der Form j)^^^^ auf, 6^ Sym- 
bole von der Form JJ^^^ und 63 Symbole von der Form p\i^\ 
folglieh erhalten wir den Satz: 

„Beseiclmet hei dnem einstufigen Flächensysteme: 
a) f die Ordnung der Ourve, welche von den Serühnmgs^i/tüäem 

aUer co^ irnfpankUg ierUhrenden Tangenten gebildet wird, 
h) 1/1 die Ordnung der Fläche, welche von den Berührungspunkten 

(äler co^ vierpunkUg herührenden Tangenten ermigt wird, 
e) (i die Zahl derjenigen Flächen des Systems, welche durch einen 
g^ebenen Punkt gehen, 
so ist 

6 . q» - 15 . 1^ -^ 40 . (t 
die Zahl derjenigen Flächen des Systems, welche scclispunlztigc Tan- 



§ 35. 
Die Coincidenz mehrerer Strahlen eines Strahlbiischels {i.it.4S). 

Wir legen dem Gebilde T, welches aus einem StraMbüschel mit 
dem Scheitel p wid der Ebene e und aus n diesem StraMbüschel an- 
gdiorigen Sirahlen 

'besteht, die (n~- l)-faclie Bedingung e auf, dass diese n Strahlen in 
irgend einem Strahle des Strahibüscheis coinddiren. Es handelt 
sich zunächst darum, a durch die auf 
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p, e, g^, g^,...gn 
bezüglichen (si — l)-fachen GfrEndbediaguagen auszudrücken. Dieses 
gelingt durct die Formel für die Bedingung der Ooincidenz zweier 
sieh schneidender Strahlen (§ 15, Formel 21), und durch das Verfahren 
der symboliecLen Multiplication. Bezeichnet ea die einfache Be- 
dingung, dass die beiden Strahlen gi und g^ coincidirenj so ist 

eik-iji + gk-p-e. 
Da nun 

ist, so erhalten wir die gesuchte Formel für s aus 

um einen in den (/j, g^f-^gn symmetrischen Ausdruck zu er- 
zielen, führen wir die Mnltiplication der n — 1 Faktoren derartig 
aus, dasa der entstehende Ausdruck nach steigenden Potenzen von 
gi—pi — e geordnet erscheint; dann kommt: 

£ - «„-1 + K„_s (5-1 -p - e) + «„_3 . (<7, ~p -ey + ... 

wo 

«o = l> K^^g^ + gs + .-. + gn, 

und überhaupt «i gleich der Summe der samratlichen (n— 1); Pro- 
ducte von je i verschiedenen der w — 1 Symbole 



gesetzt ist. Nun aber ergieht sich mit Benutzui^ der Licidenz- 
formeln (§§ 7, 10, 11) für die Potenzen von gi^p — e Folgendes: 

iffi-p-ey-(,gu + (/ip)-(/i(p + e)-g,p--St''+P^ + 2pe+'^^ 

?! (P + ß) + 2i5e, 

{ffi-p-ef-{ffi-p-e)(-g^p-g^e + 2pe) 

= 2gipe — 2p^e — 2pe^ ~pgu —Pdip ~ <^9u 
— egip +p^gi + eVi + 2peffi 

= 2gipe — 2/e - 2pe^ - 2gu + 2pegj 

= 2gipe~2p^ — 2e^ ~ ipe — 2gu + 2pegj 

^2.gipe-2.pe, ^ 

(gi-p-e)'' = (g,--p^e)(2g,pe-2pe) 

= - 2peg^ — 2j)*e - 2i5c^ — 2gj>^e - 2g^pe' 
^ +2(gu + g,p)iJe 

= -~2pegi, 
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(^1 -P - «f = (?i ^'' - c) (- ^P<^Oi) 

= 0, 
und überhaupt 

(ö'i-i'-e)"'=0 für m>4. 
Sulastituirt man die erhaltenen Wortht; der Potenzen von 
Oi—p — s, so kommt: 
i = (c(„_i+£'iß^-2) — 0' + e)(a„_2+j?ia„„s) + 2j5e(c„-_3 + (/i««-4) 

Hier ist aber jede der vier Klammem symmetrisch in deu ^j, 
Ä) 9a>---9''i ^^ immer 

die Summe der sämmtlichen «; Producte von je i verschiedenen der 
n Symbole ^i, g2i---ff« wird. jSef^fi iwaw daher immer für solche 
Stimme ßi, so erhält man schliesslich die geswehte Htmpt formet: 

I) e = ,3„_i - (p + e) (3„-3 + 2 .i)e^„_3 - 2 .i^/5„_4. 
Speciell ergieht eich für die Zahl derjenigen Gebilde r eines 

dreistufigen Systems, bei welchem die vier Strahlen (/j, g^, g«,, g^ 
zns ammenf allen , 

^ = i.fMO'gA+ 9i9i9i-^ 9i9i9i + gig^sd 

-(j^ + e){9i9^+9t9»+9x9i+9^9zfrgigi-\-9^9d 
+ 2.pe{gi + g,+gs + gi)~2.pe. 
Ans 1) ei'hält man durch Multiplication mit den auf den Scheitel 
p und die Ebene e des Strahlbüschels bezüglichen Bedingungen: 

2) ps =pß^-i - (y +pe) ^„_3 + 2 .p^eß^--3 - 2 ./e(S«_4, 

3) e£ = e(3„_i-(jje + e^j3«_ä + 2iJeV«-s-2.iJe^j3«_„ 

4) pH=-p^ß„^^-{f-\-p^e)ß,^^ + 2.x/eß„-^, 

5) pes =peß^-i - {fe +p^ ß„-^ + 2 .i)Vj5„_3 - 2 .2)äe^,i„_j, 

6) e^£ = e^/3«_, - Oe^ + eä}^„_2 + 2 . j>e^/3„_3, 

7) ^*E-^jj%_i— ye/S„_g, 

8) ^£ ^peß^^i ^pH^ß^^^i + 2 . JJ^<;^J3„_3, 

9) e^£ = e^ß„_i^pe^ß^^i, 
10) j)^fl£=ß^e^B_i— p^e^/i„_3, 

II) p^B^p^ßn^.-p^e'ß,-,, 
12) /e^£=j)V;3„_i. 

Um zweitens auch die auf den CoinddensstraM bezüglichen Be- 
dingungen ausKudtücken, führen wir die folgenden Bezeichnungen 
ein. Es bedeuten 
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9u3...-^, ff^vis...a, i?i>is3...«, ÄI33...«, G-m,..n 
die Bedingungen, dass die n Strahlen g coincidvren und zugleich der 
CoincidensstraM bmifflich 

eine gegebene Gerade schneide, 

in einer gegebenen Ebene liege, 

durch einen gegebenen Funkt gehe, 

m ein^m, gegebenen Strdhlbüschel liege, 

ein gegebener Strahl sei. 
Die Formel für gi2s...n erhält man durch Multiplication der 
Formel 1 mit irgend welcher der n Bedingungen g^, g.i,...g«. Am 
schnellsten gelangt man znm Ziele, wenn man die Formel, welche 
die Symbole k enthält und der Formel 1 yorai^estellt ist, mit g^ 
multiplicirt; dann ergiebt sich zunächst: 

-Mi^a-.-s — eg^^a„-^+ 2 .peg^a^-^ 
-\-2 .peg^an—i, — 2 .peg^Ka—i—'i .peg^Kn—!,- 
Hieraus folgt bei Anwendung der Incidenzformeln für Strahl 
mit incidentem Punkte und incidenter Ebene (§§ 7, 10, 11): 
i;m...™ = i/iK«-i-(/ + e')«"-a-(i'^ + «^)S'i««-3--2.(/i,«„._a 

— 2 .yeV„_i - 2 .p^e^g^a^-o 
= g, «„_, ^(p' + e^) (.cc„^j + A «.-3) 

-2.p'-e^{a,^i + g,a„-,). 
Führt man jetzt wieder die Symbole ß ein, so erhalt man 
schliesslich: 

Specialisirt man wieder, indem man 9J = 4 annimmt, so kommt: 
i'mi—gi9-igagi-{P^ + e^)(SiS2 + gi93+ffiff4 + 9ii9s+929i + 9s9i) 
+ 2.(p^ + ^+^)(_g,+g, + g, + g;}~2.p'e'. 

Multiplicirt ■ man Formel 13 mit ^, e, pe, pe, so erhält man: 

14) J)6'm...„=i»/3„-(i)He^+£e)^-si4-2.i>V/5„_3-2.j/e%_4, 

15) eg^^z...„ = eß„-(y-\-(?-Qe)ß„-i^2.pH^ß.-z-2.pH^ß„-^, 

16) pegi2s...n^peßn—p'e^ß<>-2 + 2.p^e"ß„-.z, 

17) pegm...n — peß^- 
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Die FoiTuel für ^sm.,.« erhält man mm am schnellsten, indem 
man die Incidonzformel I dea § 7 anwendet, also 4 von 14 siib- 
trahirt; dann kommt: 

Ebenso erhält man 3^123. ..n, indem man 6 von 15 subtrahirt: 

19) £rpia3...«-e^«-e'(5„_i+(eä-y)/3„_a+2./e,5„_3-2./e^^„_4. 
Um 3,123. ..n zu bestimmen, wenden wir die Incidenzformel 

ga=peg — (p'^ + e'^+pe) an vmd erhalten aus 16, 7, 8, 9: 

20) g,m...n=peß^-(p^ + e^ + pe)ß.^i+pH'^ßn~2. ^ 
Ebenso erhält man Gisa ...n durch die Incidenzformel G ^^peg —p^^ 

aus 17, 10, 11: 

21) Gi33...„=Ä-?)Vj3„_i + 2.i)äeS,5„_2. 

Die Formel 18 multipliciren wir nun noch mit p und p', die 
Formel 19 mit e und e', die Formel 21 mit p, e, pa; dann be- 
kommen wir: 



22) w„„..„-l>'|?. -'//»,.-, -ii^'A- 


, + 2.i,W/i._,, 


23) Ä,„a,.,. -]>■/!. -3,VA_„ 




24) «*„»..,. -«'/!.-e'|S._, -/«()._ 


+ 2.ye>/i._„ 


25) e'</„„....-e>/i.-iiV(i._,, 




26) J,(fm....-l,'«/!.~y.'/i.-., 




27) eö,„....-j)i!'/3.-/e'|S,_,, 




28) pee„,,.,._|,'e%. 




Die zwölf Formeln 13 und 18 bis 28 


Ivbiinen dazu benutzt 



werden, um umgekehrt die zwölf 1 

pfi<?ß», p^ß„, p^eß„, &'ß„, /(3„, peß„, e^ß„, p^ß„, peß„, eß„, pß„, ß^ 

durch Cmnddmshedingmigen allem auszudrücken. Der Kürze wegen 

leisten wir dies nur für » = 5, da die Resultate für das allgemeine 

n aus den Formeln für m = 5 ohne Schwierigkeit entnommen werden 

können. 

Formel 28 lässt sich für w-=5 schreiben wie folgt: 

29) P^^^Siffiffi&^i -P^<^m^- 

Aus Formel 26 ergiebt sich mit Benutzung von 29: 

^0)p'eg,g^g,gs<!,-pG-m4!.+P<<^mi+Gm^+<^i2«.+ Gi24r.+G-234,:)- 



31)i)eViS'äS'3?4S'5 = eöis3«,+i'e(^iS34+'?m:,+ffi24f>+f"^i3.ir>+*?a34f,)- 
Aus Formel 23 entnehmen wir: 
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i>'i'i!/s^sAi'5 -P^g^mif. +/eä (ft^sS'a + 9ißj4. + ■■■), 
woraus mit Beimfczm^ von 29 folgt: 

32) p^ffi(/2(J3gi95 =-i>^fi'siss45 +pe ((?is3 + Gi24+ f?!,;^ + . - - )■ 
Analog: 

33) ^9,929z9i9, - e^^i^Ms +pe (G,,, + G,,, + ...)■ 
Aua 21 achliessen wir zunächst: 

pe9i9%9i9i9i-<^iiU'i+ife+P^)i.9i9i9^9i,-^ — )-'^-P^''-'iSi9i9&-^---) 

ülso 

+ 2.j,e(G,„ + e,„ + ...). 
Aus 21 entnehmen wir mit Benutzung von 32, 31, 29: 

+ e(eus + -..) + 3.l)e(ffH + -'-)-2i>«(G,2 + --.), 
also 

+e(e.„ + ö,„+...) 

+ 4.p«(ff„ + e„ + ...). 
Dem entspricht dual: 

+Jj(Si» + G„4+...) 
+ 4.j)e(e„ + S„ + ...)- 
Aus 20 folgt mit Benutzung von 32, 33, 34, 30, 31: 

-».i.!.s+])'&.m4 + --) + e'Ö."u + -") + (eim+-) 
+ 3.je(e„ + ...) + 3.pe(e„ + ..-). 
+ 2.(p + e)(e„, + ,..)+6.j,e(0„ + ...) 

-j,(G„+...)-e(e,„ + ...)-6l>e(G„ + ...), 
also: 

37) Ji»<l,S.a»4.?i-5.ii.»5+l''&.iiB4 + ...) + «'fe»i!» + --) 
+ (ö„„ + ...) + + «)(G,„ + ...) 
+ 6.j)e(e„+...). 
Aus 18 folgt mit Benutzung von 36, 32, 33, 31, 29: 
PffiftfJsfftff;, — ^=12845 +y (9i9^9i<fi + ■■•) + «^ (Äi/si/s + •■■ ) 
-l''fa9.ft+---)-2.1'eH9i9. + ---) 
+ 2j)V(Si + »! + ■•■) 
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-9.1!» + [?(?.««+■■■) + 2 -r' (».»» + ■■•) 
+ 3.e{e„ + ...) + 16j)e(G, + ...)] 
+ [e'(ft.>s + ...) + 6l'e(Gi + -)] 
-[p'(&>!.+ ---) + 6i>«(G', + ..-)) 
-2.[e(0„ + ...) + ipe((}, + ..^)] 

+ [2.j>e(e, + ...)], 
also 

+ «"&,» + . ..) + e(Gu + ..-) 
+ 10.j,e(e, + ...)- 
Dieser Formel entspricht dual: 
39) e6'iS'ä?334S'5=Äi3345 + e(ß^m4+.--) + e^(5'pi33 + --) 
+ p'(9..u + --.)+P(ßu + --) 
+ 10j,«(G, + ...). 
Endlich ergiebt sich aus 13 mit Benutzung von 35, 3ß, 32, 
33, 34, SO, 31: 

SiM,StSs-Siu,i,+p'(li9A + -') + e'(SM + -)-^-P'(SiSi+--) 
-2.<!'{>,ft + ...)-3.J^(S',ft + .-.) 
+ 2.iJ»e(<,, + ...) + 2.y<!>fc + ...) 
-9«» + l>(!/..» + --) + 3.i)' («,„.+ ■..)+6-«(e, + ...) 

+ 40II« e'] + [«(((„»+...) + 3. «^9,,! + ...) 
+ 6.{)(e, + ...) + 40l)V]-2.[p>(9..s + .-) 
+ 10j,V]-2.[e> ((,,„ + . ..) + 10l>V]-2.(e„ + ..) 
+ 4j>(e, + ...) + 4«(ö, + ...) + 20j>'e"] 
+ 2.|j)(G, + ...) + 5j)VJ + 2-[e(G, + ...) + 5j)=e'], 
also 

40)9i9.9s9»9.-9i..4s+l>(9.i» + ...) + «{*i» + ---)+J'''(9.i! + --) 
+ e'(9,.2 + ...)-2-(e., + .-) 
+ 20j)V. 
um besser erkennen zu können, wie sieh diese Formeln ge- 
stalten, wenn n noch kleiner als 5 ist, denken wir uns, wo es 
nöthig ist, die Symbole pg^, p^ge, eg^, e'gp, (?, pG, eG, p>eG ge- 
mäss den Incidenzformeln ersetzt durch 

P^9 ~ J'^ P^Si ^9 — ^, 6^9, P^9~l^'^^ lf^9 ^P^^; P^9 — /'^e^, p^c^9. 
Z. B. werden die zwölf Formeln 29 bis 40 für M =- 3: 

29) p'i!'9ig,9,—p'e'9„„ 

30) lfeg,g,g, -l>e,„+j)'e'(9u 4-9„-|-9.s), 

31) Pii'9i9,9s -e(f,„-l-ii'e"(9„-(-ir„-l-9„), 

32) fPgtg^g, -p'Sm+p'e'iSi+St+si, 
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3*) P^S,SA - 0„, +p (G„ + G„ + G„) + e (ß„ + S,, + G„) 
+ 2-yVfa+ft+ft), 

35) p'Mt9!,-r9,m+F'(.Sa + 3a+Sa) + '(ß, + 0, + G,) + i-P'i^, 

36) «■s,ft!;3-e.9i.i.. + e'(9u+fts.+9!.)+p(ei + ei + G.) + 4ye', 

37) iJeaJsSj-Äu3+J>'(ai + ft, + Jsa) + «' (Jii +ft, +»„) 

+ ((?„ + e„ + e„) + j, (ff, + G, + G.) 

+ e(G, + G, + G,) + 6.yV, 

38) Wift9j-ft»i+i>(?.ii + S.is + ».!>)+Ji'(»i +»!+&) 

+ «'(9i+ft+ft)+i>'e, 

39) e^i/a^a =itis3 + e (^pia +sfyi3 +5fj,33) + e" (jfi + ä +i'3) 

+y (?i +?3 +^3)+i'e% 

+j>^ + e^ — 3.pe. 
Um die üeberbraguiig dieser Formeln iiir jeden beliebigen Werth 
von n zu zeigen, schreiben wir nocb die Formeln 35 und 40 für 
0-7: 

35) p'SihStSihStS, -i'S.mra+/(faj4M +»m« + ■■•) 
+ e(G„„ + G„„ + ...) 
+ 4.j)'e'(j„„ + j„ + ...), 

40) yA'J„!l,<Ji'JeS-i - Smm +-!> (ff.i!«s + ftu34. + . . . ) 

+«(ftms+...)+l''(?i!34+Siii5 + --) 
+ <!>(|.,„ + ...) 
-2.je(<l,„j + Si,„+-.) 
+ 20F'''(»m + 9iM + S« + .--). 
Hiernaeli lassen sich nun muh ilie m den Formehi 1 bis 12 
ausgedrückten Comcideiizbedingungen durch die übrigen, auf den 
Ooincidenz strahl hüzugSichen Bedingungen lufdrutken. Dadurch 
erhält man Foimeln die den Foimeln IQ bis 24 des § 34 analog 
sind, aber hier ubeigangen werden sollen 

Die Formeln ^^ bis 40 weiden uns im VI Abschnitt gute 
Dienste leisten, namlicb bei der Ohirakteiistikentheorie des Gebildes, 
weiches aus n in einem Strahlbüsobel liegenden Strahlen besteht 
(8 44). 

Die Formeln 1 bis 28 dagegen werden wir schon im" nächsten 
Paragraphen benutzen, um gewisse Singularitätenzahlen des Oom- 
plexes w'™ Grades zu berechnen. 
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§ 36. 
Singularitäten des allgemeinen Strahlencompleses (Lit. 49). 

In § 33 ist gezeigt, dass allein aus der Definition der Fläche 
w*^" Gratles als oiner Gesammtheit von co^ Punkten, die auf jeder 
Geraden n Punkte besitzt, mit Hilfe der Coincidenzformeln alle 
Zahlen abgeleitet werden können, welche sich auf die mehrpunktigen 
und mehrfachen Tangenten beziehen. Hier wollen wir das Analoge 
für den Strahlmcomplex n"^ Graäes Ca ableiten, wobei wir theil- 
weise die in % 35 entwickelten Formeln benutzen können. 

Der Comples C„ besitzt nämlich, seiner Definition gemäss, auf 
jedem der co* StraMbüschd des Baumes n Strahlen, ist also ein 
epecielles fiinfstufiges System, erzeugt von dem in § 35 behandelten 
Gebilde. Wir sagen nun, dass ein Strahlbüschel den Oomplex in 
dem Ooincidenz strahle Ih i-straMig berührt, wenn von den n dem 
Strahlbüschel und dem Complexe gemeinsamen Strahlen i Strahlen 
in hi vereinigt liegen. Demgemäss können die Aufgaben, die wir 
uns hier stellen, so ausgesprochen werden: 

„Alle Zafüen zu bestimmen, wdche sich bemhen auf die den 
Complex C„ in einem oäer mehr Betiümmgsstrahlen swei- oder mehr- 
strtäüig herührenden, Strahlbüschel, cmf deren Beruhrungsskaklen und 
auf deren sonstige Complexsfy-ahlen" 

Zu diesen Anzahlen können wir auf zwei Wegen gelangen. Bei 
dem directen Wege multipliciren wir die Coiacidenzbedingungen mit 
einander, analog wie in § 33, und stellen so die gesuchten An- 
zahlen direct als Functionen gewisser Stammzahlen dar, deren 
Werthe dann aus der Definition des Oomplexes entnommen werden. 
Die indirecte Methode findet aus der Definition des Complexes zu- 
nächst nur die Anzahlen für die oo* zweistrahlig berührenden 
Strahlbüschel, bestimmt dann «ms diesen AnzaMen diejenigen, welche 
sieh auf die in dreistufiger Mannichfaltigkeit vorhandenen berühren- 
den Strahlbüschel bezieben u. s. w., und steigt so allmählich amf bis 
zu den in endlicher Anzahl vorhandenen, z. B. den sechsstrahUg be- 
rührenden Strahlbüscheln. 

Wir bezeichnen mit F das Gebilde, welches aus einem Strahl- 
büschel mit dem Scheitel p, der Ebene e und aus n in diesem 
Strahlbüsehel befindliehen, dem Complexe 0„ ax^ehörigen Strah- 
len besteht. Hinsichtlich der Bezeichnung der Coincideuzbeding- 
imgen setzen wir, analog wie in § 33, Folgendes fest. Es bedeute 
^hi,i,.-imi "WO i^, ij,, «a,--- grösser als 1 sind, 
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ISS dn Gebilde F von seinen n Strahlen im ersten 
•- ij^, im ztveiten Strahle *2,.-., itn tnf^ StraMe i^ 8tr<Men ver- 
einigt. Dasselbe Symbol bedeute auch jedes diese Bedingung erfüllende 
Gebilde T; z. B. bezeichnefc e^ sowohl ein Gebilde T, auf welchem 
von den n Strahlen in einem Strahle vier, in einem anderen Strahle 
drei coincidiren, wie auch die fünffache Bedingung, welche ein F 
dadurch erfüllt, daes bei ihm solche Coincidenzen stattfinden. Hier- 



nach 1 

1) 

2) 
3) 
4) 
5) 



in welchem 
wenn zwei 



n sich die folgenden Bedingungen e aufstellen: 
einfache; 
zweifache 
dreifache: 
vierfache, 
fünffache ; 
Weim bei einem £ nur ein Strahl vorhanden iatj 
i Strahlen coincidiren, so bezeichnen wir ihn mit Ä, 
vorhanden sind, bezeichnen wir den einen mit A,-, den anderen mit 
li; wenn drei vorhanden sind, so soll der eine h, der zweite h, der 
diitte jWi heissen; beispielsweise bedeutet also: 

1. s^}\ die fünffache Bedingung, das» bei einem Gebilde F, 
dessen Seheitel auf einer gegebenen Ebene liegt, vier Strah- 
len coincidiren und dass zugleich der Coincidenzstrah! eine 
gegebene Gerade schneide; 

2. £223^^ ^^ fünffache Bedingung, dass bei einem Gebilde F 
dreimal zwei Strahlen coincidiren und dass unter den drei 
Co incidenz strahlen zwei sind, deren jeder eine gegebene 
G«rade schneide; 

3. BsiW die fünffache Bedingung, dass auf einem Gebilde F 
in einem Strahle drei Strahlen, in emem anderen zwei 
Strahlen coincidiren und dass jeder der beiden Ooincidenz- 
strahlen eine gegebene Gerade schneide. 

Zur Berechnung legen wir uns, der besseren Uebersicht wegen, 
nur diejenigen Symbole s vor, welche die einfachen Grundbeding- 
ungen ihrer Coincidenz strahlen enthalten, weil aus ihnen alle anderen 
durch die Incidenzformeln (§ 11, Nr. 5, a, b, c, d) 
den tonnen, nämlich; 

hg^ph—p^^ 

7*p=eA — e^, 

hs=peh—p^ — e^—pe, 

R=peh—p^e—pe^. 



sewomien wer- 
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Ferner führen wir von zwei sich dual entsprechenden Sym- 
bolen immer nur das eine an. 

Tabelle der zu bereekaenden Symbole n. 
1) Eai'^e, 2) £si)^A^, 3) e^peh^; 
4) hP\ 5) £b^, 6) ^iP^K '^) SaPc\\ 

8) E^if, 9) E^e, 10) e^p^Ji^, 11) E^^peK, 12) Eäsf^a^s; 
13) e^p^, 14) E^e, 15) 64^)^4; 

16) £3^, 17) «aaiJe, 18) £33p^, 19) h^PK, 20) £,3\Ä,i 
21) 8^^p\ 22) c.asi'^, 23) £,22P'»«, 24) £,,,Ä,?,; 
25) e^i), 26) S5Ä5; 
27) £^, 28) e^Ä^, 29) B^A: 
30) CsBi*, 31) %Ä3; 
32) «88^, 33) £,3,Ä„ 34) s,:,A\ 
35) e^aäBJ), 36) e^^\-^ 

37) .„ 38) .,„ 39) B,„ 40) .^„ 41) e,,„ 

42) ^3^32, 43) 6aaBi,2. 

Man hätte noch bei der Aufstellung der Symbole die Beding- 
ung /ij mit berücksichtigen können, welche aussprechen soll, dass 
das Gebilde F einen von den n Strahlen, die nicht Coincidenz- 
strahlen sind, eine gegebene Gerade schneiden lässt. Wir hätten 
dann aber 82 Symbole erhalten. Der Kürze wegen berücksichtigen 
wir daher diese Bedii^ng Ä, nur insofern, als es zur Berechnung 
der aufgestellten 43 Symbole niitslich ist. Mit Hilfe des Satzes 
von den gemeinsamen Strahlen eines Complexes und einer Oon- 
gmenz (cf. § 15, Folgerung aus Formel 35) kann man ein Mittel 
gewinnen, um die Bedingung \ durch die vorher eingeführten Be- 
dingungen auszudrücken. Wir denken uns ein einstufiges System 
von StralilbüacheJn, deren jeder den Scheitel p und die Ebene e 
hat. Bire Strahlen bilden eine Congruenz mit dem Bündelrang p 
und dem Feldrang e. Dieselbe hat mit dem Comples (7„ oo^ Strah- 
len gemein, von denen nach dem citirten Satze 

p.n + e.n 
eine gegebene Gerade schneiden. Bezeichnet man also mit (j die 
Bedingung, dass ein Gebilde P einen seiner n Strahlen eine ge- 
gebene Gerade schneiden läast, so gilt die folgende Hilfsformel: 
ff = n.(p + e). 
In den Anwendungen auf die Gebilde e muss die Bedingung ff 
ähnlich, wie dies bei den Gebilden s des § 33 (pag. 239) geschah, 
gerlegt werden; z. B. 
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1) n. {p + e) s^p ^ gE^p-= 4: . B^ph^-\- 1 -s^ph^, 
oder 

£^1}\ = n {j/e^ +pes^ — 4 . £4ph^•, 

2) n.{p-i-e) eg^hs = g£s2h ^ 3 . Sga V + ^ • isthh + 1 ■ h^h^i 

= 3 , «asÄse + 3 . %Ä.3j, + 2 . %Äb/*2 + 1 . s<,2hjii 
^ 3 . EgäßÄg — 3 . Ejäj)^ + 3 . SgseÄg — 3 . E^oe^ 

oder 

^'^a^i " '* ■ i^3vPK + ^ä^^a) — 3 . «saP^s "^ 3 . £336^3 

+ 3 . £33 ^5^ + 3 . £32^^ — 2 , £32 ^3^2? 

3) n.(p + e) 65 = (/Eg -= 5 . £5^5 + 1 . sjt^, 
oder 

f^fi-i -= K . (^£5 + e£j) — 5 . £5/%, 

Die eben bewiesene Hilfsformel liefert aucli ohne Schwierig- 
keit die Werthe der Starnmzahlm, auf welche man bei- der directm 
Berecknung alle Zahlen £ zuröckfiihren kann. Bezeielmet man näm- 
lich von den n Strahlen des Gfebildea F irgend einen mit g^, einen 
zweiten mit j/g, einen dritten mit ^3 und so fort bis (/„, so kann 
man alle Zahlen £ schliesslich durch die folgenden acht Stamm- 
zahlen ausdrücken: 

ye^, p^eg^, P^g^g^, peg^g^, p^g^g^g^, 
pegig^Ss, P9i9igz9i, gi929ä9i,9f„ 
wobei immer von zwei sich dual entsprechenden mir die eine ge- 
sclu-ieben ist. Man ersieht aus der Definition des Complexes zu- 
nächst unmittelbar die Werthe der folgenden Symbole: 

pV=l, ii^i^i-O, ßVi,-0, pegi.^n, fgi, = Q, 

pgug2, = n% gug2p — n^ 

und die Werthe der dazu reciproken Symbole. 

Hieraus folgt nach und nach durch die obige Hilfsformel: 

P^eSi — n, i>Vii'ä — w^, peg^g^ = 2.n{n-l), 
P^9^p9i=A P^9i^9i — A pegie92-2n^-n, pgu9., — n\ 
f9i9i9i = 4n«— ßw^, peg^g^g^ = 6n* - 12b'' -|- in, 
P9ip9igs — 3«* - 4»^ pgie9293—^f'^ - 4«^ 
5u5a<S'3-2w^-2wä, gug3f93 = 2n^-2n^, gug^g^^^n^ — ^n^ 
P9ig^g,9i- 10«* - 36^« + 28«*, 

9ig29s9A9!, = 20»^ - 120h* -|- 200m» - 80«^ 
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Unsere acht Stammsahlen haben dalier, wenn von i Strahlen die 
Mede ist, die folgenden Werthe: 

1} f'e'-n{n-l)...(n-i+Vi, 

n) p^egi = n(n — l)...(n-i + l\ 

I^) i>Vi^ä^»*^(" — 2)...(w — i + 1), 

IV) peg,g,-2.n(n-l)(n-2)...{n-i+l), 
V) p><(,«,-2»'(2n-3)(»-3)...(«-i+l), 
VI) l>«aftj,-2»(3»'-6» + 2)(n-3)...(«-i+l), 
Vn) pg,g,g,g,-2n'{6n'-Wn + U)(n-4,)...(n-i+r), 
■rai) y,»,i,,fc-20«'(»-2)(»'-4» + 2){«-5)...(»-j + l). 

Wir gehen nun zur Berechnung der 43 oben zusaramenge- 
stellten, die Bedingungen s enthaltenden Symbole über, Zunächst 
ergeben sich die Werthe derjenigen 13 Sjmbole, welche 

«!, «B, "4, H, «. 
enthalten, ohne Weiteres, wenn man die Werthe der acht Stanun- 
zahlen in die Formeln 1 bis 28 des § 35 einsetzt; nämlich: 

1) 'tP'" -if' (9, +S,) -i>'e' -»(«-!) + » (» - 1) - » (» - 1) 

= n(w— 1), 

2) s,^h,-^g^g,-f'i? — n'-n(n-l)-n, 

3) Sspeh^=peg^g^ = 2n(n -1\ 

4) f,y»_3.1."ir.S>-S.J>'eft-S.«'(»-2)-3.»(»- l)(»-2) 

= 3w{n-2), 

5) s^pe = 3 .peg^g^ — 3 .^ e^fi - 3pe% + 2 ..p^e^ 

-3.2«(»-l)(»-2)-6.>i(«-l)(«— 2) + 2i!(»-l)(i!-2) 
-2.»(«-l)(«-2), 

6) f,j.';.,-yV,&<l,-3.ji'e'ft + 2/e'-2«'(2»-3) 

-6»(«-l){»- 2) + 2«{.i^l)(»--2) 
= 2n(3« — 4), 

7) e,peh, -peg^g,g, - 3 .p'e'g^ + 2 . j)'e' - 2» (3i>' - 6» + 2) 

-6»(»-l)(ii-2) + 2.»(m-l)(ii-2) 
-2»(n'-2), 
13) «,?' - 4 .fg^g^g, -6.0' +p'e)g,g, + 8 .y ej, 

-4. 2»' (2«- 3) (»-3) -6. «'(»-2) («-3) 

-6«»(»-2)(«-3)-6.3»(»-l)(ii-2)(»-3) 
+ 8.»(»-l)(M-2)(ii-3) 
-4» (11-3) (3» -2), 
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14) t^e-4, .pep,g,g, - 6 . (fe +pe')},(l, + 8 .p'e'gt - 2 -p'e' 
-4.2»(3is'-6» + 2)(«-3)-12.»'{«-2){»-3) 
-13.3»(«-l)(n-2)(o-3) 
+ 16.b(«-1)(»-2)(»-3) 
-2.«(«-l)(»-2)C»-3) 
-2»(»-3)(«' + 3»--2), 

16) ttpK -PSiStStSi - 8 (l>' +l>Oft,9i + 8 . Jj'eVi - 2 -p't' 
-2i!'(6n"-18»+14)-12.#(«-2)(n-3) 
-6.2»(»-l)(»-2){«-3) 
+ 16.»(«-l){»-2)(«-3) 
-2.»(»-l)(n-2)(«-3) 
-2» (6»'- 11»- 6), 

25) «sP-5.p9i9iS,a-10.O'+pe)ftft,<(s + 20.))'e5,i;,-10j)%ft 

-5.2«ii(6»'-18»+14)(b-4) 

-10.2n>(2»-3){«-3)(«-4) 

-10.2»(3»'-6«+2)(i!- 3)(«-4) 

+ 20.o'(»-2)(«-3)(«-4) 

+ 20.2«{«-l){«-2)(«-3)(»-4) 

-10n(»-l)(n-2)(»-3)(n-4) 

= 10»{n-4)(w+2)(2tt — 3), 

26) es\-g,g,g,SA~lO(p' + i!>)g,s^, + 20(p' + e'+prj)g,g^ 

- 10/e^^i 
-20n"(»-2)(<i'-4ii+2)-20.2«'(2«-3)(»-S)(«-4) 
+ 40w*(«-2)(n-3)(« — 4) 
+ 20.2.»i(«-l)(«-2)(»-3)(n-4) 
-20.«(n-l)(«-2)(»-3)(»-4) 
-20»(7«»-30»+24), 
37) «, - 6 -gigAg^g, - 16 (p+e)gtg,g,Si+ 20-2 .iiefts.ft 
-16.2 peg^g-i 
-6.20i>'(»-2)(«'-4» + 2)(>i-6) 

-30.2«'{5i!'-18» + 14)(»-4)(»-6) 
+ 40.2tt(3«'*— 6»+2)(n-3)(»-4)(n -5) 
--80.2»{»-l)(»-2)(»-3)(»-4)(«-6) 
= 20ji(,H-5)(17w^ — 50«+24). 
Die iibiigen 30 Symbole s erhält man entweder auch direct 
aus den Stammzahlen durch Zusammensetzung von Comcidenz- 
hedmgungen nach dem Vorbilde des § 33 oder durch allmähliche 
Ableitung aus schon berechneten Anzahlen. Beide Arten der Ab- 
leitung zeigen die folgenden Beispiele. 
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1. Wir erhalten s^am Ä*"ßci als Function der Stammzahlen durch 
die Gleichung: 

5^^^222 — (ßi + 92-P~e)(9a+(/4.-'p-^)(0!,-+9e-p-eXO,+^i-p-e) 
woraus folgt: 

= {n-5) («-6} (n-1) (n-8) (n-9) . [32 . 20 . «^ („_2) (n^-4:n+2) 
-5.16.2.2«^(5nS-18n+14)(n-4) 
+ 10.8.2.2««(2n-3)(n-3)(«-4) 
+ 10.8.2.2«(3n^-6w+2){«-3){«-4) 
-10.4.8ji*(n-2)(«~3)(n-4) 
-10.4.6.2n(w-l)(n-2)(«-3)(M-4) 
+ 5.2.20.w(«-l){«-2)(«-3){w-4) 
-20.w(w-1)(w^2)(k-3){m-4)] 
= 20k{k-5)(w-6)(w-7)(w— 8){w-9)(k*+6#4-3w^-50m+24), 
oder 

f,,^ = iw(«-5)(«-6)(»-7)(w- 8X«-9){K-2)(«^+8nä+19w-12). 
Dies ist also die Anmhl derjenigen Sifohlhüsehel des Raumes, 
welche einen gegehmen lÄniencom^lex w*™ Grades fünfmal sweipunktig 
ieriihren, d. h. hei denen fünf Sfrälüen exist4ren, deren jeder mcei Com- 
plesssirdklm in sich vereinigt, oder noch anders ausgedrückt, die Än- 
sdkl derjenigen Eienen, tmf denen die SiraMen eines Convplexes «."" 
Grades eine Curve mit einem fünffachen Funkte einhOUen. 

2. Um p^£i-2 dired zu bestimmen, haben wir aus § 35 For- 
mel 1 für » ^ 2 und für w = 3 zu specialisiren, dann die beiden For- 
meln mit einander und das Product mit •^ zu multipliciren; dann 
kommt: 

woraus man nach Einsetzung der Stammzahlen erhält: 
y£33 = 2n(K-3)(«-4)K + 6n-4). 

3. Um SsgeAg imdirect zu berechnen, führen wir dieses Symbol 
auf die % enthaltenden zurück; dann hat man: 

s^ek2 = Eiii[eh^l^(n-i) + eh3\-'{e%+pe\){n-i)] 

= Sä2[eÄs,(s,(w — 4)-(-tt.eÄ2(p+e) — 2.(eÄ2ö + eA2j,) — 2.e/ts,;g 

^{e'h.+peh.Xn-i)-] 
= 2M.(w-4)(2nä-(-4n^-13w-6). 
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4. Das Symbol e^ bestimmt man aus den Eggä enthaltenden 
Symbolen durch die Formel: 

«19 = =332 ^a + %s '«a - 2 (i» + e) £332 

-4«(»-5)(n-6)(»« + 8«' + 67»'^260» + 320). 

5. Das Symbol ps^ bestimmt sich aus: 
lJt5-i)»„*,+pe„»5-(l)'+lie)«j,-10»(»-4)(»-f2)(2ii-3). 

6. Das Symbol £g erhält man schnell sowohl aus: 

wie auch aus: 

e,-ta*, + Ss.»,-2.O + «)taj-20«(»-5){n»i"-60>i + 24). 
Hiemadi hat der Verfasser mit vielen Bestätigungen die in 
der folgenden Tabelle zusammengestellten Werthe der 43 s ent- 
haltenden Symbole gefunden. 

Talielle der Werthe der 43 f. 

1) fgi)äe = M(n— 1), 

2) e^^h^ = n, 

3) e,iM*,_2.«(«-l); 

4) 8,i.»-3.n(»-2), 

5) ,^e-2.«(»-l)(»-2), 

6) «j)'4,-2.«(3«-4), 

7) «3^eÄ8 = 2.M(Kä — 2); 

8) f,^-i.«(n-2)(«-3)(»+3), 

9) s„JJ-»s {»-!)(«- 2) {«-3), 

10) s„j,'»,-2»(n-3)(»'-|-2«-4), 

11) srfe*,-2»(>i-3)(2»»-«-2), 

12) »^j>J,Ij-2»(2n'-2»'-9ii + 6); 

13) fji)'_4»(«-3)(3n-2), 

14) «j>c-2«(«-3)(»'-l-3i!-2), 

15) »jpi,-2«(6»'-ll«-6); 

16) <r,j»-2«()i-3)(«-4)(»' + 6»-4), 
n) j„j)e_2«(»-3)(«-4)(2)!' + 3«-2), 

18) »„iii,-2»(n-4)(«"+6»'-16»-6), 

19) s„j)S,-2»(«-4)(2»'-I-4b'-13»-6), 

20) f^aijAs — 4«(«*.-n'' + w*-50n + 72); 

21) s„l.'-l»(«-3)C»-4)(«--5)(«' + 3«-2), 

22) .,„,>e-i«(«-3)(«-4)(»-5)(3»' + 3«-2), 

23) s„jii,_»(«-4)(»-6)(3n"-l-4»>-17»-6), 
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24) .,„i,l,-4»(»-5)(2»*-2ii'-9»'-38» + 72); 

26) »si)-10»(»-4)(« + 2)(2«-3), 

26) «,»j-20»(7«'-30» + 24); 

2') Sj,i)-2»(«-4)(«-5)(n'H-14«'-»~'30), 

28) «„»4-4«(n-5)(6«' + 13»'-138nH-120), 

29) «„»,-4«{i!-5)(»' + 4»'+16«'-138«+120); 

30) t„p — n{n-f)(n-b)(2n'+12n' + n-30), 

31) »„*,-4«(«-5)(»' + 2n"+l9»'-142« + l20)-, 

32) «,„iJ-«(«-4)(»-5)(«-6)(3»'+16»'-5n-30), 

33) e,„*,-2«(»-5)(»-6){«*+8«'-3«'-130» + 120), 

34) £33jfeg==4«(«-5)(« — 6)(2«*+6nä-#-130nH-120); 

35) t„y-.^»{»-4)(«-5)(«-6)(«-7){6«'+18>>'-9»-30), 

36) e,„»,_}n(«-5)(«-6)(»-7)(3««+8»"~17ii'-122B+120); 

37) «,-20«(»-6)(17«'-50n + 24); 

38) «5,-20»(i>-6)(»-6)(2ii'+13«'-50« + 24); 

39) «„-4»(«-6)(»-6)(«»+8»' + 67n'^250»+120); 

40) e„-2»(«-5)(«-6)(»-7)(»«+18>!»+47#-250«+120)i 

41) f„s-2«(»-5)(«-6){«-7)(2»'+16«»+49»'-250»+120); 
*2) •„,-}«(»-B)(n-6)(»-7)(n-8)(3«'+24«' + 31«' 

^25O» + 120)i 

43) B„„_.J«(«-5)()i-6)(»-7)(i!-8)(«-9)(»-2)(»' + 8o' 

+ 1911^12). 

Aus diesen Werthea können die Wertlie derjenigen Symbole, 
welche vielfaclie, auf den Cojucidenzetrahl h bezügliche Bedingungen 
enthalten, leicht durch die Incidenzformeln bestimmt werden; näm- 
lich: 

44) i^lh!= hP^K~ ^d^K'^ h^^K^ ^sP^^s — '^■^1 

45) %Ä2,^%j)eÄä — 2.%p^ — 2.£33C^ — 2.eg2j)e 

= 2.w(w-3)(«+2), 

46) Sj7>»»-'«(«'>t-«0-2»(ll»-18), 

47) %i.,-«„(e»,"e'5-2»(«-4)(3«'-|-7«-18), 

48) e,Aj.-eai(«*>-eÖ-2»(»-4)(«» + «' + 9«-18), 

49) i,,,k,r-t,„{eh,S.e')-n(n-f) (»-5)(b" + 4o' + 5»-18). 

Die wichtigsten der Zahlen, welche durch unsere Symbole fg, 
*3; %a) ^4) ^331 %3 dargestellt werden, sind seit den liniengeome- 
trischen Untersuchungen von Plücker, Klein und Voss bekannt. 
Dagegen sind die Werthe der f^, s^^, £33, s^^, e^mj *0) %j ^43j 
*4äaj %ä, ^3333) «33333 enthaltenden Symbole vom Verfasser zuerst 
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berechnet und zwar in seinen „Singularitäten des Complexes" 
(Math. Ann. Bd. 12 pag. 202) [Lit. 49]. Wir stellen die von Voss 
in den Math. Ann. Bd. 9 pag. 55 bis 162 algebraisch berechneten 
Symbole s hier zusammen mit Angabe der Seiten, auf denen sie 
dort zu finden sind. 

1) fgÄ3, = 4.n (pa^. 63), d. h. durch jeden Complesstrahl gehen 
vier Wmdeebenen (das liniengeometrische Änalogon der zwei in 
jedem Punkte einer Fläcte berührenden Haupttangenten); 

2) S3^ = 2.»(n-l)(«-2) [pag. 72]; 

3) B^eh = n.{Zn-2) [pag. 72]; 

4) E3e/^ = n.(3«-2) [p^. 73]; 

5) £4j)* = 4.^^(^^ — 3) (3n — 2) [pag. 74], dies ist nämlich die 
Ordnung der Fläche der Scheitel aller derjenigen Coraplexkegel, 
die UndulaHonskanten besitzen; 

6) SiÄip = 2.n(llra-18) fpag. 74]; 

7) 65,Ä,, = 2.n(n + 2)(n-3) [pag. 75]; 

8) £,,^=n(«-l)(n^2)(«-3) [pag. 75]. 

Die Singularitäten der sogenannten PUkher' sehen Complexfläclie 
(Lit. 49) sind durch diejenigen unserer Symbole ausgedrückt, welche 
die Bedii^ng e^ enthalten. Wir lassen die wichtigsten Her folgen: 
9) E,p'e' = 2nin-1) [Voss, pag. 139]; 

10) f3i)e^ = w(w-2)(2w + l) [pag. 139]; 

11) £jji)es = ^n(w-2)(w-3)(3«+l) [pag. 139]; 

12) £4e*-=4w(n — 3)(3k — 2) [pag. 141], dies ist die Zahl der 
staUonären Ptmkte der Rikückehrmrve ; 

13) £3,e*-2n(n-3)(n-4)(M^ + 6w-4) [pag. 76 und 141]; 

14) E,.,e^==|«.(«-3)(«-4)(«-5)(K^+3M-2) [pag. 76 u. 141]. 
Mit den in .diesen Paragraphen erörterten Hilfsmitteln kann 

man auch leicht zu den Anzahlen für die Singularitäten der so- 
genannten smfßtlärmt Fläche des Complexes gelangen, d. h. der 
Fläche der Scheitel aller mit Doppelkanten behafteten Complexkegel; 
gerade ao, wie wir in § 33 zu denjenigen Anzahlen gelangen konn- 
ten, welche sich auf den zweistufigen Ort der Tangmtialehenefi be- 
ziehen. 

Schliesslich machen wir noch darauf anftnerkaam, dass die acht 
Staminzahlen (pag. 266) für i = n — l nicht null werden, woraus 
man schliessen kann, dass der Complex i"° Grades od*—' Strahl- 
büschel enthält, welche ganz in ihm liegen^ d. h. deren sämmtliche 
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Strahlen dem Complexe angehören. Gerade so ergaben die Stamm- 
zahlen des § 33 die Anzahlen für die ganz in einer Flache liegen- 
den Geraden; z. B. ergab dort (pag. 236) die Formel: 

für « = 3, dasa die Fläche dritten Grades 27 Gerade enthält, weil 
eine Gerade, welche eine Fläche dritten Grades in vier verschiede- 
nen Punkten schneiden soll, nach dem Princip von der Erhaltung 
der Anzahl ihre sämmtlichen Punkte mit der Fläche dritten Grades 
gemein haben muss. Ebenso können wir bei einem Compleso i^'" 
Grades, welcher in einem Strahlbüschel i+1 Strahlen besitzt, den 
Schluss ziehen, dass die sämmtlichen Strahlen dieses StraJilbüschels 
dem Com^lesce cmgehSren. Demgemäss erhalten wir aus unseren acht 
Stammzahlen die folgenden Resultate: 

1, p^g^g^ = n^ giebt für n = 1 den Werth 1 ; folglich ist bei 
einem linearen Complexe jeder Punkt des Baumes Scheitel eines 
einzigen Strahlbüsehels, dessen sämmtliche Strahlen Complexstrah- 
len sind. 

2. _pVi5ai'8 = 2M^(2n — 3) giebt für h — 2 den Werth 8; folg- 
lich wird bei einem Complexe zweiten Grades eine Fläche achter 
Ordnung von den Scheiteln aller derjenigen Strahlbüsehel gebildet, 
deren sämmtliche Strahlen Compiex strahlen sind. Es ist diese 
Fläche die doppelt gezählte sogenannte Kummer'sche Fläche, doppelt 
gezählt, weil jeder ihrer Punkte Scheitel sweier in dem Complexe 
liegender Strahlbüsehel ist. 

3- i'f£'i£'3ii'ä""2w(3# — 6)z + 2) giebt für n = 2 den Werth 8; 
fdlglidi wird eine Raumcwve achter Ordnung von den Scheiteln aller 
derjenigen Straklbüschd gehüdei, die gans in dem Gon^lexe sweUen 
Grades liegen vmd dabei ihre Ebene durch einen gegebenen Funht 
schicken. 

4- i'ÄS'äi'ä6'4^^'*^(^**^^-^^'*'l"^'^) giöbt fUr w = 3 den Werth 
90 ; folglich wird bei einem Complexe dritten Grades eine Baum^urve 
nmnmgster Ordnung von den Scheiteln aller derjenigen StrahlbüscJtel 
gebüdet, deren sämmUiche Sirahlen Gomplexsfy-akl^i sind. Dieses Re- 
sultat findet auch Voss (Math. Ann. Bd. 9 pag. 158). 

6. gtg-:,gsgigi = 20n^(n — 2)(n^--4n + 2) giebt für n = 4 den 
Werth 1280 ; folglich giebt es 1280 SiraMbilschel, deren sämmtliche 
Strcihlen einem gegebenen Complexe vierten Grades angehören. Dieses 
liniengeometrische Analogon der 27 in einer Fläche dritten Gra- 
des liegenden Geraden fand der Verfasser in den Math. Ann. 
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Bd. 12 pag. 211. Interessant wäre es, in iilmUcIier Weise, wie die 
gegenseitige Lage der 27 Geraden einer cubischen Fläche studirt 
ist, zu untersuchen, welche speciellen Lagen die co^ Strahlbüschel 
eines Complexes dritten Grades und die 1280 Strahlbüschel eines 
Complexes vierten Grades zu einander einnehmen. 

üebrigens kann man die eben angegebenen fünf Resultate auch 
aus einigen der s enthaltenden Symbole erhalten, z, B. das in Nr. 4 
angeführte Resultat aus den Formeln für e^^PKh ^^^^ hS'^a indem 
man « = 3 setzt, das Resultat von Nr. 5 aus den Formeln fflr 
EgaÄjÄj xmd ^5^^, indem man m = 4 setzt. 



y Google 



Sechster Absclmitt. 
Die CliaraliteristikGatheoric. 



§ 37. 

Formulirnng des Charakteristik enprolblßms für ein 
l)elieWge8 Gelbilde F. 

Chasles fand im Jalire 1864 (Comptes rendua) fLit. 50] ex- 
perimentell, <laas die Anzahl der Kegel sclinitte, welche einem ge- 
gebenen, in fester Ebene befindlichen, einstufigen Systeme ange- 
hörig, eine hinzutretende, gegebene, einfache Bedingung s erfiillon, 
immer gleich 

«.^ + |3..'> 
ist, wo tt und ß Coefficienten sind, welche nur von der Natur der 
Bedingung s abhängen, ^ und v aber die Anzahlen sind, welche 
angeben wieviel Kegelschnitte des einstufigen System'! die Beding- 
d 
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sfcufigeii Systems ein ^-stufiges System U, statt der beiden Beding- 
ungen f( und V beliebig riele i-fache Bedingungen. Dann gelangen 
wir dazu, uns hinsichtlicli des Crebildes F folgende Frage vorzulegen: 

Ist es fwr em Gebilde F möglich, jede heliehige i-fache Bedingung 
durch irgend welche i-fache Bedingwngm ausmdrü<^en , so dass die ent- 
stehende Gleichung für jedes i- stufige System richtig ist? 

Wir nehmen an, es wäre gelungen, für Tgewisse m i-fache Beding- 
ungen ausfindig zu machen, durch welche jede andere ?-fache Be- 
dingung ausgedrückt werden kann. Diese m Bedingungen mögen 
^1! hl hi---^m heissen. Dann lässt sieh zunächst einsehen, dass 
auch durch irgend welche m beliebig ausgewählte «-fache Beding- 
ungen, etwa f\, Cs,...Cm, jede andere «-fache Bedir^ung ausdrfick- 
bar ist; denn man kann, der Voraussetzung gemäss, jede der m 
Bedingungen 

durch h^, 6^, 6g, . . . 6™ ausdrücken und erhält dadurch m Gleichungen 
von der Form: 

C = Kj . 6, -I- Ka . &2 + «3 . 63 + ■ ■ ■ ßm ■ K ■ 

Aus diesen m Gleichungen aber ergiebt sich jede der m Be- 
dingungen b als lineare Function der m Bedingungen c. Hat man 
also irgend welche Bedingung durch die m Bedingungen b aus- 
gedrückt, so braucht man für die letzteren nur die eben erwähnten 
linearen Functionen zu substituiren, um als Function der m be- 
liebig gewählten Bedingungen c zu erhalten. Man kann dieses Re 
sulfcat auch so aussprechen: 

Gelingt es, hei einem Gebilde F eine i-fache Tjtdinqimg s dmeh 
m andere i-fache Bedingungen vermittelst eine>' Formel datmisteUen, 
welche fiJ/r alle i-stufyen Systeme richtig ist, so bestehen mitne} swisrhen 
irgend welchen beliebig gewählten l!,-\-m i- fachen Bedmgiingen k von 



elaweise nehmen wir beim Kegelschnitt die emfathe B(> 
dingung s, dass derselbe eine in seiner Ebene gegebene Plaiicurve 
dritter Ordnung vierten Rangea berähre. Diese Bedii^ng ist nach 
§ 14, pag. 51 von fi und v durch folgende Gleichung abhängig: 
= 4.i,-\-Z.v. 
Hieraus können wir dann leicht die eine Gleichung ableiten, 
welche zwischen und etwa den beiden in § 20 besprochenen ein- 
fachen Ausartungsbedingungen S und f besteht, wo d bedeutet, 
dass der Kegelschnitt in zwei Gerade zerfallen soll, « bedeutet, 

18* 
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dass die Tangenten des Kegelschnitts zwei Strablbüschel bilden 
sollen. Wir müssen dann d und £ durch [i und v darstellen ; dies 
ist in § 20 geschelien. Es ist nämlich nach der Bezeichnung dieses 
Paragraphen: 

woraus folgt: 



2.v-(i=-e 



Führt ]nan dies in die Formel für n ein, so erhält man: 

Hiemach hat es also eigentlich keinen Sinn, zu betonen, dass 
gerade die beiden Bedingwngen fi %md v charakteristisch sind. Man 
kann sie ja durch irgend welche andere Bedingungen ersetaen. Der 
Chasles'sche Satz lautet also besser so: 

Beim Kegdschnitt lässi sich jede dtifache Sedingtmg dur<^i jede 
swei beliebig gewählte einfache Sedvngimgen linear ausdnidcen oder, 
was dassdbe ist, bmn Kegelschnitt bestehen mmer zwischen (3 + h) 
beliebig gewandten emfacJien Bedingwigen^ minäestens k von einander 
imabhimgige, allgemeingilMge GkiAungen. 

Wir kehren zu dem Gebilde P mit der Constantenzahl c zurück, 
bei welchem wir uns die beliebige «-fache Bedingung .s durch die 
m i-fachen Bedingui^en 

f-,, b^,...b„, 
ausgedriickt denken in der Form: 

1) ^^cc,.b, + fi^.\ + ag.l>s + ...a^.b„>, 

wo «j, «3, Kg,...K„; Coefficienteu sind, deren Wer the natürlich von 
der Natur der Bedingung abhängen. Um diese Werfche zu be- 
stimmen, multipliciren wir die Gleichung 1 mit m willkürlich ge- 
wählten (c — i)-faehen Bedingungen. Diese mögen 

dl, (4, dgj...dm 
heissen. Dann erhalten wir m Gleichungen, auf deren liidien Seiten 
die m c- fachen Symbole 

sd,, sd^,...zd,„ 
stehen, auf deren rechten Seiten aber die m^ f^-faclien Symliole 

b^di, h^d^,...bid^,...b„idm 
und ausserdem die gesuchten m Coefficienten 
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vorkommen. Wir betrachten nun die Werthe der m^ aus h und d 
zusammengesetzten Symbole als hekannt und setzen diese Werthe 
in die m Gleichungen ein. Dann kann man jetzt mit Hilfe dieser 
m Gleichungen jede der m Zahlen « als Function der m Symbole 

darstellen. Jede der so entstandenen J» Functionen kann aber selbst 
als eine c-fache Bedingung angesehen werden, die aus s und einer 
fc — j)-fachen Bedingung zusammengesetzt ist. Wir bezeichnen die 
so entstehenden (c — i)-facben Bedingungen mit 

und setzen für die m Zahlen a die berechneten Werthe in die 
Gleichung 1 ein; dann kommt: 

2) a_(»e,).S, + (2«,).S, + (se,).Sa + ... + (sÄ.).6,.. 

Nun bedeuten aber 2, öj, i^j..,6„ die Zahlen, welche angeben, 
wieviel Gebilde F jede dieser Bedingungen und ausserdem die 
(c — «)-fache, definirende Bedingung des hinzugedachten ?-stufigeu 
Systems 27 erfüllen. Bezeichnen wir die letztgenannte ic~-'i)-i3i,Qh& 
Bedingung mit y, so iaütet die Gleichung 2 ausführlich: 

3) zs - (»,) . 06,) + (M,) . (»y + («e,) . (s« + . . . + (ae.) . Iah,), 
wo jetzt in jeder Kiammer ein c-faches Bedingur^ssymbol steht 
und wo die m Pimkte zwischen den Klammern Multiplicationen im 
gewöhnlichen arithmetischen Sinne anzeigen. Die Gleichung 3 kann 
man aber nun noch auf eine andere Weise iuterpretiren, wenn man 
nämlich nicht auf die Bedingungen y und s selbst, sondera auf die 
Systeme Eücksicht nimmt, welche durch diese Bedingungen deflnirt 
werden. Das durch y definirte *- stufige System hatten wir mit S 
bezeichnet, das durch 2 definirte (c — ^)-stufige System wollen wir 
mit 2;' bezeichnen. Dann können wir in den obigen Klammern immer 
e und y fortlassen, wenn mr darmif a-chten, dass die Symbole e auf 
das System E' und die Symbole h <mf das System U m begü^en sind. 
Der besseren Unterscheidung wegen wollen wir die auf S' bezüg- 
lichen Symbole stricheln, so dass wir sehreiben: 

4) 1/0 = 6i . e", + ba ■ e'a + ^3 ■ ^s + . ■ ■ h, . ^„,, 

wo die Punkte wieder ivirldicke Multiplicationen anzeigen. Die 
vor anstehenden üeber legungen fassen wir zu dem folgenden Haupt- 
satse zusammen. 

Wenn fiifr ein G^lde F irgend welche m i-fache Bedingungen 
ausfmdig gemacht sind, durch welclie jede atidere i-fadie Bedingung 
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ausgedrückt werdm kann, so lässt sich die Zahl äerjmif/m Gebilde F, 
welche einem i-stuß^m Systeme S und einem (c — i)-stufyen Systeme 
£ ' gemeinsam sind, als eine Summe von m Producten von je swei 
Faktoren darstellen, von dmen der erste Fakhr immer angieit, wieviel 
E angehörige Gebilde eine i-fache Bedingtmg erßllen, der sweite Falc- 
tor immer angidtt, wieviel E' angeftörige G^ilde eine (c — i)- fache 
Bedingung erfüllen. Die m i-faclien Bedingungen wnd die m (c — i)- 
fachen Bedingwu/m können ganz willkürlieh gewählt werden, nur 
müssen sie von einander unabhängig sein. Um die Zahl der gemein- 
samen Gebilde der beiden Systeme so ausmdrücken, ist die Kenntniss 
der folgenden Zahlen erforderlich, erstens der m Zahlen, welche an- 
geben, wieviel 2 angehörige Gebüde jede der gewählten m i-fachen Be- 
dingvmgen erfüllen^ zweitens der m Zahlen, welche angeben, wieviel E' 
angehörige Gebilde jede der gewählten m (c — i)-fachen Bedingungen 
erfüllen, drittens der n^ Zahlen, welche angeben, wieviel Gebilde die 
m^ misammengesetslen Bedingungen erßUlen, deren jede aus einer der 
i-fachen und einer der, (c — i)- fachen Bedingungen besteht. 

Beispielsweise nelimen wir ala bekannt an, dass bei eiueni 
Kegelschnitt in fester Ebene jede einfache Bedingung durch die 
beiden oben deflnirten Bedingungen (t und v ausgedrückt werden 
kann. Wir köimen uns dann die Aufgabe stellcE, die Zahl % ^'^^ 
Kegelschnitte zu berechnen, welche einem gegebenen einstufigen 
Systeme S und einem gegebenen vierstufigen Systeme £' gemein- 
sam sind, und zwar können wir zur Berechnung für S zwei ein- 
fache und für £' zwei vierfache Bedingungen beliebig annehmen. 
Es seien dies für S die beiden Äusartungsbedingungen 6 und f, 
für 2' die beiden Bedingungen ft'* und v'*, welche bezeichnen, dass 
ein Kegelschnitt in E' durch vier gegebene Punkte geben resp. 
vier gegebene Gerade berühren soll. Die definirende Bedingung 
von S sei y, die von 2^' sei «; dann können wir sehreiben: 

wo wir K, und a^ zu bestimmen haben. Wir multipliciren deshalb 
mit [i* und v*; dann bekommen wir rechts ö(i.^, eft*, dv'^, ev*. 
Nun ist aber (§ 20, pag. 94) 

also kommt: 

fi*^ = 3.ß, + 0.aa 
v*s = 0.«,+3.K„ 



und 

woraus folgt: 



tt^ = |(i*ß, 
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Folglich ist die Zahl der den beiden Systeiaen gemeinsamen 
Kegels elinitte gleich i* * t i n 

Es geht aua unserem Hauptsatze auch hervor, dass, wemi bei 
einem Gebilde F mit der Constantenzahl c m i-fache Bedingungen 
erforderlich sind, um jede andere i-fache Bedingung auszudrücken, 
dann auch m {c — ij-fache Bedingungen erforderlieh sind, um 
jede andere (c — i)- fache Bedingung auszudrücken. Die constante 
Zahl m, welche angiebt, wieTiel i-fache Bedingungen bei einem 
Grebilde F nöthig sind, um jede andere i-fache Bedingung auszu- 
drückenjl wollen wir die i-stufye Ckaralcieristikenmhl des Gebildes 
r nennen. Danach können wir die eben ausgesprochene Behauptung 
kurz so aussprechen: 

Bei jedem Qehüde F mit der Constantemahl c ist die i-simfige 
Charakteristikensahl gleich der (c — i)- stufigen (Lit. BO). 

Ein Gebilde mit der Constantenzahl c besitzt demnach \c oder 
y{c— 1) Charakteristikenzahlen, je nachdem c gerade oder ungerade 
ist; beispielsweise führen wir hier die Charakteristik enzahlen beim 
Kegelschnitt im Räume und bei der quadra,tischen i'läche an (cf. 
Math, Ann. Bd. 10, pag. 360 und 362). 

Beim Kegelschnitt im Räume ist 

1. die einfache und die siebenfache Charakteristik enzahl gleich 3, 

2. die zweifache und die sechsfache gleich 6, 

3. die dreifache und die fünffache gleich 9, 

4. die vierfache gleich 10. 

Bei der quadratischen Fläche ist 

1. die einfache und die achtfache Charakteristikenzsthl gleich 3, 

2. die zweifache und die siebenfache gleich 6, 

3. die dreifache und die sechsfache gleich 10, 

4. die vierfache und die fünffache gleich 13. 

Beim Kegelschnitt müssen also zwischen je (]c + 9) dreifachen 
Bedingimgen mindestens h von einander unabhängige Gleichungen 
bestehen; bezeichnen z, B. m, n, r fiir den Kegelschnitt dieselben 
Bedingungen, wie in § 16, so besteht zwischen den zehn Bedingungen 

«*, n^r, nt^, r^, mn^, mnr, mt^, m^n, nt^r, m^ 
eine einzige allgemeingiltige Gleichung. Diese haben wir schon in 
§ 16 unter Nr. SIV (pag. 80) kennen gelernt; sie lautet: 

5) 3«*~3n^r+3nr^ — 2r* — 6««^ + 4mKr4-0.m»"^+ 12m^n 
-8wV + 0.mä = 0. 
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Diese Formel ist eine Yerallgemeiiierung der Formel U auf 
pag. 406 des Liiidemaim'achen Werkes über Olebsch's Vorlesungen. 
Ebenso haben wir in § 16 unter Nr. XI und Sil die beiden Gleich- 
\;ngen keimen gelernt, welche bei der Fläche zweiten Grades zwi- 
schen den 15 vierfaclien Bedingungen 

(1.% ft^e, ft^s»^, ftp', &\ vfi*, vii^^, vftp^, v&^, v^ii\ 
v^HQ, v^p^, V^fl, V^Q, v* 
bestehen, wo ^, v, p wieder dieselben Bedingimgen bezeichnen, wie 
in den §§ 10 und 22. Diese beiden Gleichungen lauteten: 

6) 2vV — 2i'«p-3i'V^ + 3i'V + 2vft'-2vpä-.0. 

7) äv*— ÖJ-V- 5i'äp + 6v>^4-8)'Vp + 6v^p^ — 4^,11^ -ei-fi^ 

— 6v(iQ^ — 4:VQ^ + 4/1^ p + 4p p^ = 0. 
Die Gleichungen zwischen den mehr als vierfachen aus f^, r, 
p zusammengesetzten Bedingungen lassen sich leicht durch das 
oben beim Kegelschnitt angewandte EUminaUtmsv^ fahren ableiten. 
Um z. B. für die quadratische Fläche die 42 Gleichungen zu er- 
halten, welche zwischen den 45 achtfachen aus ft, v, p zusammen- 
gesetzten Bedingungen bestehen, multipliciren wir die Gleichung 

mit den 45 aus /i, v, p zusammengesetzten achtfachen Bedingimgen, 
substituiren recht« für die entstandenen neunfachen Symbole die in 
% 22 berechneten Anzahlen und eliminiren a, ß, y. Dann erhalten 
wir 42 Gleichui^en zwischen denjenigen 45 Symbolen, weiche aus 
3 und einer achtfachen fi, v, p enthaltenden Bedingung zusammen- 
gesetzt sind. Läast man das willkürliche Symbol s in diesen 42 
Gleichungen fort, so erhalt man die Gleichungen in der gewünschten 
Form. Um ein zweites Beispiel zu haben, betrachten wir den Kegel- 
schnitt in fester Ebene. Bei demselben ist die einstufige Charalt- 
teristikenzahl und deshalb auch die vierstufige gleich 2, die zwei- 
stufige \md deshalb auch die dreistufige gleich 3; also giebt es 
eine einzige Gleichung zwischen 

;t^ ,(tV, ftv^, v^ 
und drei Gleichungen zwischen 

,«*, ftV, (}}v\ jt< v\ 
wo ft und V wieder die im Anfang dieses Parj^raphen angegebene 
Bedeutung haben. Um die eine Gleichung zwischen ,w^, ^v, fiv^, 
v^ abzuleiten, multipliciren wir mit diesen Bedingungen die Gleichung 

S = a.!J,^ + ß.liv + f.v'' 
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und setzen für ,w^, f),*v, ji^v^^ [i.'^v^, i>v^, v^ tlie bekannten (§ 20) 
Werthe 1, 2, 4, 4, 2, 1 ein; dann kommt: 
^^^ = « + 2,3 + 4^, 

ftV^ = 2a + 4/3 + 47, 

,aräs = 4a + 4j5 + 2r, 

Hieraus folgt durch Elimination von a, ß, y die gesuchte Gleichung: 

8) = 2(iä - 3 (tV + 3^ v'i - 2v^, 

ein specieller Fall der oben mit 5) bezeichneten Gleichung, bei 
welcher n, r die Bedingungen bedeuteten, die hier (i resp. v heisseu. 
Ebenso erhalten wir die drei Gleichungen zwischen fi*, (t'v, ^^v^, 
[iv^j V* durch Elimination von a und ß aus: 
/i*s = « + 2^, 

p«vs=2ß + 4j3, 

(i^v^g^ia + iß, 

v'^==2a + ß; 
daim kommt: 

9) 2ft*-^äv = 0, 4^* + 4i'*-3fiäv^-=0, 2i^-(tr' = 0. 
Zwd solche Gleiehimgen viei'ter Dimension hätte man auch 

durch Multiplication der Gleichung 8 mit ji und v erhalten können. 
Allen den vor anstehenden Erörterungen liegt die Voraussetzung 
zu Grunde, dass es bei einem Gebilde F möglich ist, eine endliche 
Anzahl von «-fachen Bedingungen zu finden, durch welche jede 
andere «-fache Bedingung ausgedrückt werden kann. Dass dies bei 
jedem Gebilde möglieh ist, hat man noch nicht bewiesen; wohl 
aber existiren Gebilde, für welche es bewiesen ist oder in den fol- 
genden Paragraphen bewiesen werden soll. Es sind dies der Punkt, 
die Ebene, der Strahl, der Kegelschnitt und gewisse aus einer end- 
lichen Anzahl von Punkten, Ebenen und Strahlen zusammengesetzte 
Gebilde, z. B. die in den §§ 34 und 35 behandelten Gebilde, von 
denen das eine aus einer Geraden mit n daiauf liegenden Punkten, 
das andere aus einem Strablbüschel mit n darin liegenden Strahlen 
besteht. Es ist für die Fortschritte der abzählenden Geometrie von 
grosser Wichtigkeit, auch noch andere Gebilde in dieser Richtung 
zu untersuchen. Wir definiren daher jetzt für jedes Gebilde F ein 
Problem, welches wir unter dem Namen Cha/raJäerisiikenproblem des 
Gebildes F mit Rücksicht auf den oben bewiesenen Hauptsatz 
folgendermassen formuliren: 
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„Ein Gehüdc F mit der Constante)imhl c sei Element eines gans 
beliebigen i-shißgen Systems 2 imd mtck Element eines gans beliebigst 
(e — i)- stufigen Systems 2'. Beiden Systemen ist eine mdliche Ansaht 
'X von Gebilden V gemeinsam. Es wird für aUe möglichen Wertfie 
von i verlangt, die Änsdhl x als Summe von m Frodudm darmi- 
stellen, deren jedes aus zwei Faktoren besteht, von denen der erste 
Faktor immer angiebt, wieviel Gebilde aus S eine i-facJie Bedingung 
erfüUen, der zweite Fahtor angiebt, wieviel Gebilde aus Z" eine (c — i)- 
fache Bedingimg erfüllen. Bas Problem gilt cäs gelöst, gleichviel tßie 
gross die Zahl m wird und gleichviel, welche i-fachen imd welcJte 
(c — i) - fachen Bedingungen * mr Bildwig der Proäiicte verwandt 
werden mussten. Da man für alte möglichen Werthe von i und c — i 
Formeln aufsustellm hat, so besteht die Lösung des Charakteristiken- 
Problems in der Aufstellung von ^c oder ^(c — l) Formeln, je nadt- 
dem c gerade oder ungerade ist." 

Die Formeln, welche die gesuchte Zat! x ausdrücken, sollen 
Charakteristikenformeln und die in ihnen auftretenden Bedingungen 
Charakteristiken heissen. Das Symbol sc soll zugleich auch die 
c-facbe Bedingm^ bedeuten, welche das Gebilde r dadurch eifillltj 
dass es den beiden Systemen S und 2^' gemeinsam ist. Multiplicii-t 
man eine Charakteristik enformel mit einer /^-fachen auf F bezüg- 
lichen Bedii^ung s, so darf man sowohl die auf 2? bezüglichen 
«■-fachen Symbole, wie auch die auf S' bezüglichen (c — i)-fachen 
Symbole multipliciren. Je nachdem erhält man eine Formel, welche 
sieh auf ein (&-|-t)- stufiges und ein (c~i)-stuflges oder auf ein 
«-stufiges und ein {c + /c — i) -stufiges System bezieht. In beiden 
Fällen bezeichnet xs die Zahl derjenigen Gebilde F, welche den 
beiden Systemen gemeinsam sind und ausserdem die Bedhigur^ e 
erfüllen. So kann man durch blosse symbolische Multiplication aus 
jeder wspriinglichen Charakteristikenfonnel eine unbeschränkte An- 
zahl neuer Formehi erhalten, welche abgeleitete Charakteristikenfor- 
meln heissen sollen. 

Für den Punkt und die Ebene wird das CharalcterisUkenproblem 
durch die Bezout'schen Sätze {§ 13, pag. 47) gelöst, Ist mlmlich ein 
einstufiges System 2J von Punkten, d. h. eine Curve, und ausserdem 
ein zweistu^es System 2J' von Punkten, d. h. eine Fläche, gegeben, 
so haben beide eine endliche Anzahl x von Punkten gemeinsam, 

* Nümeiitlicli kömion dioa auch. AusEu.'tuiigsbed.ingungGn sein. 
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welche man bekanntlich erhält, wenn man die Gradzahlen der Cui-ve 
und der Fläche mit einander multiplieirt, d. h. die Zahl der U Mi- 
gehörigen und in einer gegebenen Ebene liegenden Punkte mit der 
Zahl der S' angehörigen und in einer gegebenen Geraden liegenden 
Punkte. Bezeichnen also p resp. y die Bedingui^en, dass ein IJ 
resp. S' angehoriger Punkt in einer gegebenen Ebene liegen soll, 
jj^ resp, p'^, daes ein solcher Punkt auf eiaer gegebenen Geraden 
liegen soll, so haben wir, gemäss den ob^en Erörterungen, die 
eine Charakteristiltenformel des Punktes so zu schreiben: 

10) X =i) .p'^. 

Hierana folgt durch symbolische Multiplication mit p die abgeleitete 
Charakteristik enformel für zwei gegebene zweistufige Systeme: 

11) ^P'^P^-p'^, 

eine Formel, welche nichts anderes ausspricht, als dasa der Grad 
der Schniücurve zimer Flächen gleich dem I^odticte ihrer Grad- 
äohlm ist. 

Für den Strahl wird das Oharakteristikenproblem durch die in 
§ 15 aus den Ooincidenzformeln abgeleseneu Halphen'sehen Sätze 
{pag. 62) gelöst. Wir bezeichnen wieder die beiden gegebenen 
Systeme mit ^ und ,£', ferner die Grundbedingungen des Strahles 
mit i/, (/a, (/p, ff,, ö, wenn sie auf S zu beziehen sind, und mit g', 
(/(, ^'j,, (/'j, &, wenn sie auf 2^' zu beziehen sind. Dann lauten 
die Charakteiistikenformeln des Strahles erstens, wenn 2.' einstufig, 
2' dreistufig ist, 

12) cc-^g.g\, 
zweitens, wenn beide Systeme zweistufig sind, 

13) x = ge.<J, + gp.9'p. 

Es ist also beim Strahl die einstufige und deshalb aucli die drei- 
stufige Charakteristikenzalil gleich 1, die zweistufige aber gleich 3, 
was für die Liniengo ometrie von fundamentaler Bedeutui^ ist. 

Die Formel für xg bei einem zweistufigen und einem drei- 
stufigen Systeme erhält man entweder dui'ch Multiplication von 12 
mit g oder von 13 mit </'; in beiden Fällen erhält mau; 

14) xg^g,.(f,^gp.g\. 

Die Formeln für xge und xg^ bei zwei dreistufigen Systemen 
resultiren aus 12 durch Multiplication mit g^ und gp\ nämlich: 

15) xg^ — g,.^, 
und 

16) (£gp=g..ij.. 
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In jeder dieser Formeln darf man nun immer von den beiden 
Faktoren eines Prodnctes den einen als Bedingung, den anderen als 
Coefficienten auffassen; z. B. sagt Formel 13 aas, dass jede einem 
Strahle auferlegte zweifache Bedingung s gleich der Summe der 
beiden mit gewissen Coefßcienten multiplicirten Bedingungen (/« und 
Qp ist und zwar so, daas der Coefficient von (/j angiebt, wieviel 
Strahlen z erfüllen und dabei in einer gegebenen Ebene liegen, (/j, 
angiebt, wieviel Strahlen s erfüllen und dabei durch einen gegebenen 
Punkt gehen, Bemerkens wer th ist übrigens, dass man die Gestalt 
der Formel immer ohne Weiteres bestimmen kann, sobald man nur 
die Charakteristikenzahlen kennt. Weiss man z, B,, dass der Strahl 
die zweistufige Charakteristikenzahl 2 hat, so kann man y^ imd gp 
als diejenigen zweifachen Bedingungen auswählen, durch welche man 
alle übrigen Bedingungen ausdrüclfen kann, und deshalb schreiben: 

Multiplicirt man nun mit gg oder g^, so kommt: 

2^/, = «. 1 + ^.0 

sgp^a.Q + ßA; 
also hat man g'^ für «, g'p für /3 zu setzen. 



§ 38. 
Das Clüirakteristlketiproldcm fiir den Kegelsclmitt {Lit. 5i). 
In den |§ 13 und 15 haben wir die Formel für die Zahl der 
gemeinsamen Elemente zweier Systeme von Punliten oder von Strah- 
len aus den Ooincidenzformeln für Punktepaare oder für Strahlen- 
paare abgelesen. Dabei ergab sich z. B. die Zahl der gemeinsamen 
Punkte einer Curve und einer Fläche als die Zahl derjenigen Punkte, 
in denen ein Punkt der Carve und ein Punkt der Fläche eine volle 
Ooinddens bilden, d. h. derartig unendlich nahe liegen, dass der 
Verbindungsetrahl der Coincidenzstelle mit einem willkürlich an- 
genommenen Punkte als Ooineidenzstrahl aufgefasst werden dai'f. 
üebertr'^fc man diese Methode vom Punkte auf den Kegelschnitt in 
fester Ebene, so hat man die Zahl x der Kegelschnitte, welche 
zweien Systemen mit der Stufensumme 5 gemeinsam sind, als die 
Zahl derjenigen KegelsehniUe Q su hesUmmen,, in denen swei Kegel- 
schnitte der beiden Systeme derartig unendlich nahe liegen, dass diese 
beiden unendlich nahen Kegelschnitte einem ganss wiMivrlich gewählten 
durch Q gelegten KegelschniUbUschd angehören oder, was c 
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dass üire vier Schnittpunkte auf einem hdidiiff gewähMf. 
K liegen. Eine solche Bestimmung der Zahl x hat zugleich vor den 
bekannten algebraischen Bestimmungen den wichtigen Yürsug, dass 
sie am deutlichsten die Analogie mit den Bezout'sohen Sätzen 

Gegeben ist in fester Ebene ein einstufiges System S imd ein 
vierstufiges System S' von Kegelschnitten, femer > 
wählter Kegelschnitt K. Für S bezeichnen wir mit (i die Beding- 
ung, dass ein Kegelschnitt durch einen gegebenen Punkt gehen soll, 
mit V die Bedingung, dass er eine gegebene Gerade berühren soll, 
mit S die Bedingung, daae seine Punkte zwei Gerade bilden sollen, 
mit £ die Bedingung, dass seine Tangenten zwei Strahlbüachel 
bilden sollen (cf. § 20). Für S' bezeichnen wir diese Bedingungen 
mit denselben Symbolen, aber gestrichelt; z. B. bedeutet ji'* die Be- 
dingung, dass ein S' angehöriger Kegelschnitt durch vier gegebene 
Punkte gehen soll. Wir suchest nun vermöge des gewöfmlicheii 
Chasles'sckm Correspondmgprincips auf emer beliebigen 0&-aden g die 
Zahl äerjemigen Funkte su hesOmmm, durch welche evghich em Kegelr 
schMitt am £ und ein Kegelschnitt ans S' derartig gdegt werden 
IcoMn, dass die vier ScJmittpimkte dieser ieiden Kegelschnitte alle auf 
K liegen. Durch einen beliebigen Punkt A auf g gehen (t Kegel- 
schnitte aus U, von denen jeder K in vier Punkten C, D, E, F 
schneidet. Durch vier solche Schnittpunkte gehen fi'* Kegelschnitte 
aus S', von denen jeder g in zwei Punkten B schneidet; also ent- 
sprechen dem Punkte A 

Punkte B. Es fragt sich nun, wieviel Punkte A umgekehrt einem 
Punkte B entsprechen. Um diese Zahl anzugeben, brauchen wir 
die Zahl v derjenigen S' angehijrigen Kegelschnitte, deren jeder 
durch einen gegebenen Punkt geht imd Ä" so in vier Punkten schneidet, 
dass durch diese vier Punkte ein S angehöriger Kegelschnitt mög- 
lich wird. Man kann diese Zahl v durch Punktcorrespondenzen 
auf Ä" bestimmen, am schnellsten jedoch durch das Princip von der 
Erhaltung der Anzahl, indem man den gegebenen Punkt auf K 
selbst legt. Dann gehen durch diesen Punkt (t Kegelschnitte aus 
2;, von denen jeder K in noch drei anderen Punkten schneidet. 
Durch die vier Schnittpunkte gehen dann ft'* Kegelacluiitte aus H'\ 
also esistiren in i'' 

Kegelschnitte, welche durch einen gegebenen Punkt gehen und K 
in vier Punkten so schneiden, dass durch die vier Punkte ein S 
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angehÖrigec Kegelschnitt gehen kann. Jeder dieser v Kegelschnitte 
aus 2) schneidet dann ff in zwei Punkten A-, also entsprechen auf 
ff jedem Punkte B auch 

2 . ft . ((,'* 

■ Funkte A. Es giebt daher nach dem Correspondenzprincip (§ 13) 
auf g 

Punkte (AB), deren jeder zwei Punkte A und B vereinigt. Solche 
CoiQcidenzs teilen {AB) werden auf dreierlei Weise verursacht: 

1. durch den Kegelschnitt K vormügc seiner beiden Schnitt- 
punkte mit g, 

2. durch jeden der x den beiden Systemen gemeinsamen 
Kegelschnitte Yevmöge seiner beiden Schnittpunkte mit g, 

3. durch jeden Kegelschnitt e in S, weil ein solcher seine 
Punkte auf zwei zusammenfallenden Geraden hat. 

Jeder der beiden Schnittpunkte von g und K ist /i.fi'* mal 
eine Coincidenz (AB), weil durch ihn jt Kegelschnitte aus £ gehen 
und für jeden dieser (t Kegelschnitte ;*'* Kegelschnitte aus 2^' so 
entnommen werden können, dass sie mit ihm nicht bloss den Schnitt- 
punkt von ff und K, sondern noch drei andere Punkte auf K, im 
Ganzen also vier Punkte auf K gemein haben. Ferner ist jeder 
Schnittpunkt von g mit einem der gesuchten x, den beiden Systemen 
gemeinsamen Kegelschnitte einmal eine Coincidenz (AB), wie zu 
Anfang des Part^raphen erörtert ist. Die eben erwähnten Coinei- 
denzen sind die einzigen, welche durch nicht ausgeartete Kegel- 
schnitte in S erzeugt werden können. Wohl aber erzeugt jeder 
Kegelschnitt in Z", welcher die Ausartungsbedingung s erfüllt, eine 
gewisse Anzahl von Coincidenzen. Ein solcher Kegelschnitt schneide 
g in den beiden zusammotfalienden Punkten P, und K in den vier 
Punkten C, D, E, F, von denen zweimal zwei unendlich nahe 
liegen, und zwar mögen C und D im Punkte (CD), E und F im 
Punkte (EF) unendlich nahe liegen. Durch diese vier Punkte 
(7, I), E, F gehen nun zwar ft'* Kegelschnitte aus 2.", aber nicht 
jeder von ihnen geht auch durch P. Es thun dies nicht diejenigen 
Kegelschnitte aus H', welche die Gerade CD im Punkte (CD) und 
zugleich die Gerade EF im Punkte (EF) eigentlich heriihren, d. h. 
welche nicht bloss in (CD) und in (EF) zweipunktig schneiden, 
sondern auch die Geraden CD und EF als Tangenten besitzen. 
Nun ist aber die Bedingung, dass ein Kegelschnitt aus 2' eine ge- 
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gebeiie Gerade in einem gegebenen Funkte berühre, gleich ^,wS'', 
wie in §§ 16 und 20 (pag. 74 und 96) gezeigt ist; also bleiben 

,."-(i.|.'..')(4cV) 

Kegelschnitte aus I!' übrig, welche dm-ch die vier Punkte G, D, E, F 
gehen, ohne in (CD) oder (EF) zu berühren. Ein solcher Kegel- 
schnitt muss aber seine sämmtlichen Punkte auf dem Verbindungs- 
strahle TOn (CD) und (EF) haben, also die Ausmiimgsbeäingimg d 
erfüllen. Er coincidirt deninaeh im Ort der Punkte mit dem be- 
trachteten Kegelschnitt e vollständig, schneidet also g auch in den 
heiden zusammenfallenden Punkten P; deshalb giebt es auf g 

Coincidenzen von der dritten der oben auf gezählten drei Sorten. 
Wir erhalten also schliesslich die G-leichung: 

1) 4.p.p"-(2.^.^") + (2.«) + [..2.(/*-i.»".-")J. 
Daraus ergiebt sich für die gesuchte Zahl x der den beiden 

Systemen ^ und 2J' gemeinsamen Kegelschnitte: 

2) ^ - ^. ,," -,.(.!•," -if"-'"). 

Wenn man will, kann man statt der beiden Bedingungen ft 

und £ die beiden Bedingui^en (i und v einführen, indem man 

3) £ = 2.ft-v (cf §§ 20, 37) 
setzt; dann kommt: 

4) X =(^.{^il"v'' -!>.'') +v.(^"-l!i"v''). 

Damit ist das Chai-aktensUlien^oblem des Kegelschnittes für den 
Fall, dass ein einstufiges und ein vierskifiges System vorliegt, gelöst 
imd 0iigleich der Chasles'scke Säte hezviesen (cf. § 37). Bemerkens- 
werth ist hei der obigen Ableitung, dass sie nicht bloss erkennen 
lä,sst, dass beim Kegelschnitt jede Bedingung durch (i und v aus- 
drückbar ist, sondern zugleich auch gewisse Werthe der Coefficien- 
ten von (i und v ergiebt. Wie im vorigen Paragraphen ausführlich 
erörtert ist, können diese Coefficienten a und ß mtf mannichfache 
Weise durch die fünf Bedingungen 

p}% p".', f!',/', u'v", v" 
ausgedrückt werden, weil zwischen diesen fünf Bedingungen drei 
von einander unabhängige Gleichungen bestehen. Eine solche 
Gleichung erhält mau schon dadurch, dass man die Formel 4 dual 
umformt und sie dann mit der dual umgeformten vergleicht; dann 
kommt nämlich: 

;3.ft'V = 4.jt'^ + 4./^ (§ 37, Formel 9). 
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In ä,hüliclier Weise kann man die Zahl der geiueinsaraen 
Kegelschnitte eines sweistiifigen und eines dreistufigeil Systems finden. 
Um diese Zahl auszudrücken, hat man jedem der beiden Systeme 
drei Bedingungen zu entnehmen. 

Bei der üebertr^ung der obigen Ableitung von Kegelschnitten 
auf Flächm zweiten Grades haben wir statt des Kegelschnitts K 
eine Fläche zweiten Grrades zu setzen und statt der Schnittpunkt- 
quadrupcl Saumcurven vierter Ordnung zu setzen. Bezeichnet man 
dann für ein eiastufiges System 27 mit [t, v, p, q>, %, i> dieselben 
Bedingungen wie in § 22, und mit (i', v', q', <p', ^, ^ dieselben 
Bedingungen für ein achtstufiges System S', so erhält man für die 
Zahl X der den beiden Systemen gemeinsamen Flächen zuerst die 
Gleichung: 

A.ii.!i"^ = 2.ii.ii.'^ + 2.x + 2.cp.l ft'^v'^y + 2.-^. i^fi'^p^'. 

Ersetet man nun ip durch 2(1 — v und ip durch 2v--- ji — p, so 
kommt: 

x^a.^ + ß.v + y.Q, 
wo a, ß, y irgend welche Functionen der gestrichelten Symbole 
sind. Die Keuntniss dieser Functionen ist unwesentlich, weil sie 
sich auch vermittelst des in § 37 besprochenen Eliminationsver- 
fahrens auf mannichfache Weise durch die aus ft', v', j>' zusammen- 
gesetzten achtfachen Symbole ausdrücken lassen. 

Der Verfasser hofft, in ahnlicher Weise die Charakteristiken- 
probleme auch noch für andere Curven und Flächen erledigen zu 
können. Freilich werden die Chaiakteristikenzahlen dami viel 
grösser als 2, wie man immer leicht ermitteln kann. Gesetzt z. B., 
es seien bei der in fester Ebene gedachten Curve dritten Grades 
mit Spitze die beiden Bedingungen v und p, dass sie durch einen 
gegebenen Punkt gehe resp. eine gegebene Gerade berühre, aus- 
reichend, um alle einfachen Bedingungen allgemeingiltig auszu- 
drücken, so mOsste auch zwischen je drei (7 — l)-fachen Beding- 
ungen eine allgemeingiltige Gleichung bestehen. Man kann aber 
leicht aus den in § 23 berechneten Anzahlen entnehmen, dass eine 
solche allgemeingiltige Gleichung zwischen je drei sechsfachen Be- 
dingungen nicht iesteJit. Vielleicht reichen aber die beiden Beding- 
ungen V und p im Verein mit den zwölf Äusartungsbedingungen 
^ij <^2, h> ^2! hf ^i, ^2j ^3? ^i, ^3,-Vu % {§ 23) aus, um bei der 
cubischen Plaaicurve mit Spitze alle einfachen Bedingungen auszu- 
drücken. Dann wäre bei dieser Curve die einstufige Oharakteristikon- 
zahl gleich 14. 
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Ableitung und Anwendung der Charatteristitenfornieln für 
das Oebllde, welches aus einem Strahle und einem darin 
liegenden Punkte besteht (Lit. 52). 
Die Constantenzahl dieses Gebildes isb 5. Wir betrachten da- 
ber zwei gegebene Systeme S und S' mit der Stufensunune 5. 
Jeder Strahl in S heisae g, der darauf befindliche PunM p, jeder 
Strahl in I^' heisse ^ und der in ibm liegende Punkt p'. Da der 
Strahl die Constantenzahl 4 hat, so haben beide Systeme ein ein- 
stui^ee System von Strahlen, d. h. eine Linienfläche gemeinsam. 
Auf jedem Strahle dieser Linienfläche liegt ein Punkt p und ein 
Punkt p'. Es giebt also nach der Coincidenzformel erster Dimen- 
sion für Punktcpaare (§ 13) auf der Linienfläche 

e^p+p'-(j 
oder, wenn man will, 

Strahlen, bei denen die beiden Punkte p und p! zusammenfallen. 
Jeder Strahl der LinienÜäehe ist aber, wie bei der Ableitung der 
Bezout-Halphen'schen Sätze aus den Ooincidenzformeln (pag. 46 und 
61) gezeigt ist, als eine volle Coincidenz eines Strahles g mit einem 
Strahle g' anzusehen. Folglieh ist die vierfache Bedingung rj, dass 
ein Strahl sowohl 2; als S', d. h. jener Linienfläche, angehört, nach 
§ 15 Formel 34 gleich 

G- + g,g' -^9^^j, + gJ. + 99',^G>. 
Demnach ergiebt sich die Zahl x der den beiden Systemen geraein- 
samen Gebilde F aus der Stammformel: 

1) x^(^-^p'~g){G+g,(f+gp!f^ + g.g'e-\-g<J.+ G-') 
oder, was dasselbe ist: 

x = {3)-\-p'-(f)(G + g,g'+gj,9'p + 9.cf,-\-9g'. + G-')- 
Diese Formel löst nun das Cbai'akteristikenproblem iu allen 
Fällen, also sowohl wenn 2 einstufig, 2^' vierstufig, als auch wenn 
27 zweistufig, 2;' dreistufig ist. Durch Vertauschung der gestrichel- 
ten Symbole mit den nicht gestrichelten erhält man natürlich nichts 
Neues. Ist eines der beiden Systeme i-stufig, so sind alle die- 
jenigen auf dieses System bezüglichen Symbole gleich null zu setzen, 
welche nicht i-fach sind. Es ist daher bei der Ausführung der 
Mulfciplication in 1) zweckmässig, die Symbole nach den Dimeu- 
sionen zu ori^nen; dann kommt: 
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+ <!\ ■ (pff^ - Ss)] 4- [Wp . Op +p'g'. -g. + ff, {vg - !f)\ 

+ y^.-g-\-G'{p~9)'\^yG'i 

lab ntm S «-stufig, also £' (5 — i)-atufig, so ist von den sechs 
eckigen Klammem in 2) immer die {& — if^ allein von null ver- 
sehieden. Die Fälle i = 5 und i = ergeben nur Selbatveratäncl- 
liehes; der Fall i = 4 ergiebt den Satz: 

„Ein emstufiges System S von Gebilden r hat mit einem vier- 
siufigen Systeme S' von Gebilden F: 

3) x-i/.0 + !/.(ps,-G) 
Gebilde gemein." 

Der Fall i=l ergiebt ganz denselben Satz, nur dass die ge- 
strichelten und die nicht gestrichelten Symbole mit einander ver- 
tauscht sind. 

Ebenso erhält mau auf zweifache Weise, nämlich sowohl für 
j = 2, wie für i = 3 den Satz: 

„Ein sweistußges System £ von Gebilden F hat mit einem drei- 
stufigen Systeme I^': 

4) x==p'g' .g,-^g\.(^gp-g,) + g'e..{fge — g^ 
Gebilde F gemein." ' 

Wegen der Incidcnzformeln (§ 7) kann man auch schreiben 
statt Formel 3: 

5) x = p'.G + g'.p%, 
und statt Formel 4: 

6) x=p'^.g, + g'^.p^ + ^,.pg^ 

Kürzer konnten wir zu diesen Formeln aus Formel ] <lurch 
daa Eliminationsverfahren des § 37 gelangen. Die Formel 1 zeigt 
uns nämlich die Möglichlieit, bei einem Gebilde F jede einfache Be- 
dingung durch y and^', jede zweifache Bedingung durch p/g', (f p, 
^e auszudrucken. Dies genügt aber schon vollständig, um die genaue 
Gestalt der CharakterisUleenformeln su hesUmnun. Es mass sich näm- 
luh nun jede emfache Bedmgung (§ 37) durch itgend welche swei 
emfache Bedingungen und jede zweifache Bedingung durch ngend 
uel/M drei zweifache Bedii^ungen ausdrilcken lassen Bezeichnet 
also r irgend eine cinfn,he Bedingung, y ngend eine zweifache Be- 
dingung, so kann man z diirch p' und r/', y mcht bloss durch j)'^', 
u'p, o's, aondetn auch durch p'", f/^,, g'g ausdrücken, ako etwa 
7") 3 = K p'+ß 'J, 
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Durcli symbolische Multip licationen und eventuelle Elimina- 
tionen ergeben sich nun die Werthe der Coefficienteii k, ß, y, tf, % 
auf mannichfache Weise- Am geacbicktesten wird ea immer sein, 
mit einer solchen Bedingung zu multipliciren, dass alle Symbole 
mit Ausnahme eines einzigen null werden. Wir multipliciren dem- 
gemäss Grleichung 7 mit ff und mit p'^^s; dann kommt: 

sG' = «.l + j5.0 
und 

^p'V. = «-0 + /3.1. 
Dies heisst aber nichts anderes, als dass a angiebt, wieviel Ge- 
bilde r z und & zugleich erfüllen, und ß angiebt, wieviel Gebilde 
T z und p'^g'e erfüllen. Bezeichnet man also das vierstufige System 
der s erfüllenden Gebilde mit S und jeden Strahl in 27 mit g, so 
ist der Cocfficient a gleich G, ß gleich p^^e zu setzen. Um ebenso 
y, dj g zu bestimmen, multipliciren wir Gleichung 8 mit j/'j, ]f_^, j/^/j; 
dann kommt: 

yg\ = y.l + ä. + ^.0, 

y^g\^f.O + d.O + i.l, 
woraus folgt, dass der Coefficient y gleich g'^, d gleich ji'^, £ gleich 
p'g'e zu setzen ist. 

Aus den beiden ursprünglichen Charakteristikenformeln 5 und 
6 leiten wir nun noch die Formeln ab, welche sich auf Systeme 
beziehen, deren Stufensumme grosser als 5 ist. Dies geschieht, 
indem wir die Formeln 5 und 6 mit den auf }/ und ^ bezüglichen 
Gnindbedii^ungen multipliciren (cf. § 37). Multipliciren wir zuerst 
die Formel 5 mit p' und g', 30 erhalten wir zwei Formeln, welche 
sich auf den Fall beziehen, wo £' zweistufk), S vi&stufig ist, nämlich: 

xp = j)'* . Q -f- j/^ .p^g, 
und 

xg^p'^ .G-^g'^.p^g,, 

wofür wegen der Incidei^formeln auch geschrieben werden kajin: 
9) a; jj =y ^ G + y * . p^g, -h /, . p^g^ , 

10) xg^p'KG^-g',.a + ^e.p''9.-hg'p.p^9.. 
Multipliciren wir zweitens 6 mit j/ und mit g\ so reaultiren zwei 
Formeln, welche sich auf den Fall beziehen, wo 2.' und E' heide 
dreistufig sind; nämlich: 

11) xp=p'^.g,+g\.p^ + p'^.p^+p'g',.pgi, 

12) a:g'^p'^.ff, + g\.p'^+g'..pg,+p'g'e.g,- 

19* 
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Multipliciren wir drittens 5 mit p'^, mit g'p und mit g'g, so restil- 
tiren drei Formeln, welche sich auf den Fall beziehen, wo 2^' drei- 
stußg, S viersMßg ist; iiämlicli: 

14) xgp'=p'^.G- + ^,.G- + g\ .p^g,, 

15) a;g,^^g',.G + g',.p%. 

Natürlich kann man Formel 13 auch aus Formel 6 erhalten, indem 
man letztere mit pp' multiplicirt, femer die Summe der Formeln 
14 und 15, indem man Formel 6 mit gg' multiplicirt, endlich die 
Summe der Formeln 13 und 15, indem man 6 vaitp'g multiplicirt. 
Die Formeln für zwei gegebene vierstufige Systeme kann man 
wieder auf verschiedenen Wegen erhalten, z. B. indem man 5) mit 
p'^j mit p'g'e und mit g', multiplicirt; dann kommt; 

16) xp^^^^^g'e.p^ge (auch als Zahl der Schnittstrahleu zweier 

Kegel mit gemeinsamem Scheitel), 

17) xpg, =p/^g', . G + G' .p^g, +p'^^,.p%, 

18) 3-^,==G'.(?+yV^-G + G'-A>- 

Die Formeln 15, 17, 18 erledigen zugleich das Charakteristiken- 
problem für den Fall, dass die beiden Systeme von Gebilden F in 
einer und derselben Ebene, nämlich in der Ebene der Bedingung 
ije liegen. Läast man diese Bedingung aus den Formeln ganz fort, 
indem man sie mit in die Definition des Gebildes r aufnimmt, so 
hat man in 15, 17, 18 statt G ge^e, statt G' g'f.g\^ statt g'^ yVe 
zu schreiben und dann g^g'c aus allen Symbolen fortzulassen; dann 
kommt : 

19) x=ji .g^-\-g' .p% 

20) xp==^^.g,-\- g'^.p^ +^^ .p% 

21) a:g'^g\.ff,+p'Kg^ + g',.p\ 
Beispielsweise übersetzen wir Formel 19 in Worte: 

„Sind in eine)' festen Ebene ein einstufges System S und ein 
sweisttifiges System 2^' von Gebilden F gegeben, deren jedes aus einem 
Sti-ahle imd mietn darin befindliehen Punkte besteht, so erhält man 
die Zahl der den beidmz Systemen gemeinsamen Gebilde, indem man 
die Ordmmg der von den co^ Punkten in S gebildeten Gurve mit der 
Zahl nnilUplieirt, wdche amgiebt, wieviel Gebilde F in £' eine ge- 
gäiene Gerade haben, femer ä&n Grad des von den oo^ Strahlen in £ 
gebildeten Ortes mit der Zahl multiplicirt, tvelcke angiebt, wieviel Ge- 
bilde r in Z' einen gegebenen. Ptmkt häbeit mid darauf endlich die 
erhaltenen beiden Producte addirt (cf. § 14 am Schluss, pag. 57)." 
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Die FoDuelii 5 und 6 ergeben auch ohne Weiteres die Pur- 
mein für die gemeinsamen Gebilde F Ton mehr als uwei Systemen. 
Sind drei Systeme gegeben, so haben sie eine endliche Anzahl von 
Gebilden r gemein, wenn ihre definirenden Bedingungen die Dimen- 
sionssumme 5 haben, d. h. ihre Systeme die Stufenaumme 10 haben 
und so fort. Ueberhaupt haben i Systeme mit der Stufensumme s 
immer ein [s — 5 (i — 1)] - stufiges System von gemeinsamen Gebilden 
(§ 3). Beispielsweise bestimmen wir die Anzahl der Gebilde, welche 
ß'mf gegehm&i viershtfigm Systemen 

2\, S^, i;^, U^, S^ 
ffemmisam sind. Bezeichnet immer cci die Zahl derjenigen Gebilde 
aus 2k, welche ihren Strahl in einer gegebenen Geraden besitzen., 
ßi die Zahl derjenigen Gebilde aus 2.",-, welche ihren Strahl in einer 
gegebenen Ebene und zugleich ihren Punkt auf einer gegebenen 
Geraden haben, so ist die einfache Bedingung s^, dass ein Gebilde 
r dem Systeme ISi angehört, nach Formel 5 gleich 

t.-,+s.ß., 

wo p und (7 die einfachen Bedingungen bedeuten, dass ein Gebilde 
r seinen Punlit auf einer gegebenen Ebene besitze, seinen Strahl 
eine gegebene Gerade schneiden lasse. Demnach erhält man für 
die fünffache Bedingung s^s.jZgZ^S,^, dass ein Gebilde f allen fünf 
Systemen angehöre, die Formel: 

22) «,«,«,a,%-(o,.p + ft. »)(«,.? + /!,. !7)(-.j.li + ft.</) 

Nach Ausführung der rechts angezeigten Multiplicationen erhiilt 
man 32 Glieder, von denen nur diejenigen von null verschieden 
sind, welche eines der drei Symbole 

p's', p's', PS* 

enthalten. Nun ist aber ^g^=l, p^g^ = 2, p</^2 (§ 19); also 
kommt für die gesuchte Zahl ie der den fünf Systemen gemeinsamen 
Gebilde, wie man leicht übersieht: 

23) »■-:.(o,B,i.,fcft + o,B,ii,ft/J( + «,«,«,(!,/!, + 0,«50jftft 

+ o,o,«,ft|3.+ «.«.«sftft + «jB.OsftÄ) 
+ 2 . («.«, AAft + «.«sftfefe + «,«,ftfcft + a,«,AA/!, 

+ «.«»ft&fc + vAß.h + vAhh) 
+ 2 . {a,ß,ß,ß,ii, + «.ftAAft + -Aß.ßJ, + «.A AftA, 
+ «Aß,ßM- 
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Durch duale ümformting der hier abgeleiteten Ch ar akter istiken- 
formeln erledigt man das Char akter istikenproblem für das Gebilde, 
welches ans einem Strahle und einer durch ihn gdimden Eiene iesteht. 

Das Charakteristikenproblera unseres Gebildes F lässt eich auf 
eine zweite Art lösen, wenn wir von Anfang an nicht von dem 
einstufigen Strahlsysteme ausgehen, welches die beiden Systeme 2J 
und 2;' mit der Stufensumme 5 gemein haben, sondern von dem 
zweistufigen Punktsysteme, das sie beide gemein haben müssen. 
Durch jeden Punkt dieses Punktsystemes gehen dann ein Strahl ff 
und ein Strahl g'. Fassen wir je zwei so zusammengehörige g und 
(/ als Strahlenpaar zusammen, so wissen wir nach der Formel 40 
des § 15, dasa es 

ffp + 9'p + B^-^P 
solcher Strahlenpaare giebt, bei denen die heiden Strahlen derartig 
unendlich nahe liegen, dass jede durch sie gelegte Ebene als ihre 
Schnittebene aufgefasst werden darf. Dabei bedeutet e die Beding- 
ung, dass die Verbindungsebene der beiden Strahler g und (/' durch 
einen gegebenen Punkt geht. Wir haben daher noch die Beding- 
nngen e^ und ep durch die auf jr, y, p, p' bezöghehen Symbole 
auszudrücken. Dies gelingt leicht durch die Formeln 39 und 49 
des § 15, wenn wir beachten, daas andere Goincidmsen als solche, 
die die Bedingimg e erfüllen, nicht Statt habm hÖnnen. Es ergiebt 
sich demnach aus der Formel 39 des § 15: 

ep — (j.+g\+p^ 
und aus der Formel 49 de» § 15: 



Nun ist die dreifache Bedingung, dass ein Punkt p mit einem 
Punkt p' identisch ist, d. h. dem betrachteten zweistufigen Punkt- 
system angehört, nach Formel 15 in § 13 gleich; 

p^+p^p'+pp'^+p'^ 
Folglich ergiebt sich für die gesuchte Zahl x der den beiden Sy- 
stemen X' und Z' gemeinsamen Gebilde F 

x-(p^+p¥ +PP'^+^^[(/p + if'p + ((/^' -P^)-i9e + g'e+p^)] 
oder 

24) x — {p^+p^p'+pp'^+p'^).(ßp-ge-'2.p^ + gg'+g'p-g'e). 
Führt man hier die Multiplication aus und wendet die Ineidenz- 
formeln an, so erhält man die Formel 2 noch einmal, wodurch eine 
interessante Controle ermöglicht ist. Speciell ergiebt sich, wenn 
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2;' eiostulig lind 2J vierstufig iafc, die Formel 5 aiit' folgende 
Weise: 

-P'9^J + G-P'- 
Die Formel 6 gewinnt man zum zweiten Male, indem man zuerst liat: 

^'-p''-9'p-p''-9'^+l>^9-P'9'+p{9p-9e-2p^-p", 
imd daxaas durch die Incidenzformeln findet: 

x—P^-9'p~P^-9'6+P^.^6+P^.p'^ + P9e-9'^+P9'>-P'^ 
+g,.p''^+p'^.^'''~pge.p'^ — 2p^.p''^ 
—P^-9'p +P9s-9'e + 9> -P'^- 

Von den zahlreichen Anwendungen, welche die erhaltenen 
Charakteristikenformeln bei Anzahlprohlemen finden können, sollen 
folgende hier angeführt werden. 

I. Formel 19 spricht einen Satz aus, von welchem der bekannte, 
von uns schon in den §§ 4 u. 14 (p. 14 u. 51) bewiesene Satz über die Zahl 
X der Oiirvm eines Systems, die eine gegehene Gurve berühren, ein spe- 
ciell^ Fall ist. Bezeichnet man namHch bei der gegebenen Ourve 
jede Tangente mit 9' und ihren Berührungspunkt mit p', ferner bei 
dem gegebenen Ourvensystem jede Tangente mit </ und ihren Be- 
rührungspunkt mit p, so erhält man bei der Curve ein einstufiges 
System von Gebilden F mit dem Strahle g' und dem Punkte p', 
bei dem Ourvensystem ein zweistufiges System von Gebilden F mit 
dem Strahle 9 und dem Punkte p. Wendet man dann Formel 19 
an, so ist p' die Ordnung m der Ourve, (f der Rang n der Curve, 
ffe die Zahl v der eine gegebene Gerade berührenden Curven des 
Systems, p^ die Zahl jt der durch einen gegebenen Punkt gehenden 
Curven des Systems; also ist: 

x = m.v-'rn.u. 

IL Gerade ao kann man aber mit Hilfe der obigen Charakte- 
ristikenformeln zu allen Anzahlen gelangen, welche sich auf das 
Gemeinsamhaben von Tangente und Berührungspunkt beziehen. 
Fasst man z. B. auf einer Fläche F von der Ordnung n und dem 
Kange r jede Tangente y mit ihrem Berührungspunkte p zusammen 
und ebenso auf einer zweiten Fläche F' von der Ordnung n' und 
dem Range t^ jede Tangente g' mit ihrem Berührur^spunkte p', so 
erhält man zwei dreistufige Systeme von Gebilden F. Wendet man 
auf diese Systeme die Formeln 11 und 12 an, so hat man alle 
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Symbole gleidi null zu setzen, ausser j>i/„, (ig, p'(/'e, 'Js, welclie be- 
züglich, gleich n, r, n', r' aind. Formel 11 giebt dernuacli niclifca 
anderes, als dasa die Sclinittcurve der beiden Flächen vom Grade 
n.n' ist; Formel 12 aber giebt: 

«./ + »'.»• 
als den Grad der Limmfläche, welche von den ScknUUinien dar Tan- 
genUalehmeii in gemeinsamen Funkten gebildet mrd. Ist zweitens 
eine Raumeurre von der Ordnimg n mid dem Range r und ausser- 
dem ein dreistufiges System von RaumaiiTen gegeben, aus welchem 
immer ip eine gegebene Gerade berühren, % eme gegebene Ebene 
in einem gegebenen Punkte berühren, so giebt FoiTuel 5: 

n.q> + r.x 
als die Zahl derjenigen Baumcurven des Systems, welche die gef/ebene 
Jiaunicuriie herühren. Ebenso liefert di-ittens Fonnel 6 die Zahl 
derjenigen Baumcurven eines gegebenen einstußgen Systems, toelche 
eine Jioumcurve aus einem gegebenen sweistufigen Systeme berührcji. . 
Ferner ergeben sich leicht die Anzahlen ftir die Berühiiiiig von 
Flächen mit Raumcurven. Ist nämlich viertens eine Raumcurve 
n^'" Ordnung, r^" Ranges und ausserdem ein einstufiges System von 
Flächen g^eben, von welchem fi durch jeden gegebenen Punkt 
gehen, v jede gegebene Gerade berühren, so liefert Formel 5: 

3t . j" + r . (t 
als die Zahl derjenigen Flächen des Systems, welche die Eaumctirve 
berühren. Ist fünftens eine Fläche von der Ordnung n und dem 
Range r und ausserdem ein einstufiges System von Raumeurven 
gegeben, von welchem v eine gegebene Gerade schneiden, p eine 
gegebene Ebene berühren, so liefert Formel 6: 

v.r+Q.n 
als die Zahl derjenigen Raumeurven des Systems, welche die gegebene 
Fläche berühren. Es seien sechstens zwei zweistufige Systeme von 
Raumeurven gegeben, so dass das erste a Ourven, das zweite «' 
Ourven durch einen gegebenen Punkt schickt, femer das erste b 
Gurven, das zweite V Ourven einen Strahl eines gegebenen Strahl- 
hüschels berühren lässt, endlieh das erste c Ourven, das zweite d 
Ourven eine gegebene Ebene in einem Punkte einer gegebenen Ge- 
raden berühren lässt; dann ergiebt Formel 11: 
a' .h-^-V .a-\-d ,a-\-^ .c 
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als die Ordnung der Curve der BmArungspunkte von allen möglichen 
Bwci sich herülwendm Cv/rven der bdden Systeme, und Formel 12: 

a'.b + b'.a + l/.c + c'.b 
als den Grad der Linienfläche der zugehörigen Berührungstangenten. 
Es seien siebentens fünf einstufe Systeme ^,, 2;^, ^g, i'^, ^5 von 
Flüchen gegeben, so dass immer aus dem Systeme 2^; fi; Flachen 
durch einen gegebenen Punkt gehen, v; eiae gegebene Gerade be- 
rühren. Setzt man dann in Formel 23 immer ^ statt jedes ^j-, Vi 
statt jedes «;, so erhält man die Z<M derjenigen Straftlen des Bau- 
ines, welche von fünf den fünf Systemen angehörigett Flächen m einem 
und demselben Punkte ieniihrt werden. 

III. Wir fassen auf einer Fläche F jede Tangente g mit ihrem 
Berührungspunkte p, und auf einer zweiten Fläche F' jede .Haupt- 
tamgenie ^ mit ihrem Berührungspunkte j/ zusammen. Dann er- 
halten wir ein dreistufiges und ein zweistufiges System, deren ge- 
meinsame Elemente wir nach Formel 6 bestimmen können. Bezeichnet 
n die Ordnung, r den Rang von F, n' die Ordnung von F' imd a' 
die Zahl der in einem ebenen Schnitte von F' liegenden Haupt- 
tangenten, so ist nach Formel 6: 

2.n'.r-i-a'.n 
die Zahl derjenigen Funkte auf der Schnittcurve der beiden Flädioti 
F und F', deren Tamgenten Raupttangenten für F' sind. Sind beide 
Flächen punktallgemein, ao ist nach § 33: 

r == w {n — 1) und «' = 3n' {n' — 2) 
zu setzen; dann wird ans der obigen Zahl: 

2nn' {n-r) + 3nn' (n' - 2) 
oder 

nn'(2n + 3n' — 8), 

wie auch in Salmou-Fiedler's ßaumgeometrio (Art. 438) gefunden 
wird. 

IV. Gegeben sind zwei atrahlallgemeine Complexe G imd C, 
von denen C «*°" Grades, C n'*^ Grades sei. Jeder Strahl ^ in C 
enthält nach § 36 (p. 2,71) vier Funkte, welche Spitgen von Comjijexmrven 
werden, die g betühren. Jeden dieser vier Punkte fassen wir als 
Punkt p mit g zu einem Gebilde F zusammen und thun darauf 
dasselbe für den Complex C. Dann erhalten wii zwei dreistufige 
Systeme von Gebilden T, welche 00^ gemeinsame Elemente haben 
Die Strahlen dieser gemeinsamen Elemente bilden cme Lmienfl iche, 
deren Grad uns L'ormel 1 1 liefert. Die Punkte der j^ememsimpn 
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Elemente bilden eine Cutve, deren Grad aicH aiis Formel 12 be- 
stimmt; wir haben nämlich nach § 36, pag. 271 zu seteien: 
p^ = 3.n(n — 2), g^^A.n, pg^ = n (3 n — 2), 
p'3 = 3.n'(w'-2), ^. = 4.n', jyy,^K'{3n'-.-2). 
Setzt lEan diese WeriJie in die Formeln 12 und 11 ein, so erhält man: 
xg=^?,wii! {3)»-+ 3n' — 8), 
xp=2nn' (dnn' — 6n — 6n' — 2). 
Die ersfc Zahl ist der Grad des Ortes äÜer derjenigen cd' Strahlen, 
welche sti swei den beiden gegebenen Complexen «'™ und n"^ Grades 
angefmigen Complexcurveti BMckkehrtangenten mit gemeinsamer Spitze 
sind. Diese Spitzen selbst Mlden eine Cwve, deren Grad die 0weiie 
der obigen Zahlen angiebt. 

V. Um noch eine Anwendung auf ein Problem der metriscJien 
Geometrie zu zeigen, fe,ssen wir auf einer gegebenen Fläche F ra""' 
Ordnung, r'''" Ranges jede Tangente g mit ihrem Berührungspunkte 
p zu einem Gebilde T zusammen und auf einer aweiten Fläche F' 
jj'Mn Grades, r"*" Banges, /c**"' Klasse jeden Punkt p' mit seiner 
Normale g'. Dann erhalten wir ein dreistufiges System S und ein 
zweistufiges System E'. Die Zahl der ihnen gemeinsamen Gebilde 
finden wir durch Anwendung der Formel 6, indem wir gs — r, 
pge = ri, p'^ = n' und c/e gleich der Zahl der in einem ebenen Schnitte 
Yon F' liegenden Normalen setzeiL Diese Zahl fanden wir in g 4 
Beispiel 6 gleich dem Bange r' der Fläche F'; also ist: 

n' .r-\-n.r' 
die Zahl derjemgem Fwnkie auf der SchniUeurve der beiden Flächen, 
in denen die Normale m der ^nen Flache die andere Fläche berührt, 
ä. h. in denen die leiden Flächen sieh recktmnUig schneiden. Hat 
man statt der Fläche F ein einstufiges System von Flächen, aus 
welchem (i durch einen gegebenen Punkt gehen, v eine gegebene 
Gerade berühren, so bilden diejenigen Punkte auf der Fläche F', 
in denen eine Fläche des Systems rechtwinklig schneidet, eine 
Curve, deren Grad man aus Formel 9 gleich 

li.{n' + r') + v.n' 
erhält. Um dann noch nach Formel 10 den Grad der von den 
Normalen dieser Ptmkte gebildeten lAnienfläche zu erhalten, müssen 
wir ausser den Werthen der Symbole j/^ und g'e den Werth von 
g'p, d. h, die Zahl der von einem gegebenen Punkte ausgehenden 
Normalen kennen. Hierfür erhielten wir in § 4, Beisp. 6, n'-j-t^+h'; 
also giebt Formel 10 den Grad der genannten lAnienfläche gleich 
(t. («' + 2. »' + Ä') + i'. («' + »■'}. 
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§ 40. 
Atoleitimg und Anwendung der Chai-akteristikenl'orniel 

für den Strahlbüschel (Lit. 52). 
Die Constaiitenzahl des Sfcrahlbüachels ist 5. Wir betrachten 
daher zwei gegebene Systeme von Strahlbüschehi 2^ und -£', deren 
Stufeneumme 5 ist. Jede Ebene eines Strahlbüschels in U heisse 
e, der auf ihr befindliche Scheitel p, jede Ebene eines Strahl- 
büschels in S' heisse e*, sein Scheitel p'. Beide Systeme haben oo^ 
Ebenen gemeinsaui. Die dreifache Bedingung, dasa eine Ebene 
sowohl 2J als Ebene e, wie auch 2;' ala Ebene e' angehört, ist 
nach der der Formel 15 in § 13 dual entsprechenden Formel gleich 
e^-\-e^^ -{-ed^ + e'^. 
Auf jeder der oo^ gemeinsamen Ebenen liegt nun ein Punkt p 
und ein Punkt p'. Die zweifache Bedingung sg, daes zwei solche 
Punkte so zusammenf allen j dass ihr Verbindungsstrahl </ durch 
einen auf der gemeinsamen Ebene beliebig angenommenen Punkt 
geht, d. h. eine beliebig gegebene Gerade schneidet, ist nach § 13, 
Formel 2, gleich 

P^+p'^ + Se-ffp 
oder 

p^+p'^ + gs — eg + e^- 
Die Symbolo 9, und y kann man aber durch die auf p und p' 
bezüglichen Symbole ausdiucken, wenn man beachtet, dass alle Co- 
incidenzen von^ und p' nothwendig die Bedingung g erfüllen müssen, 
dass also alle g mcht implieite enthaltenden Coincidenzsymbole 
gleich null sind; demnach ist 

0=p+p' -g. 
Deragemäss erhalten wir für sg: 

p^ +p'^ -^-pp' — ep — ey + e^. 
Also ist die fünffache Bedingung x, dass ein Strahlbüschel den 
beiden Systemen S und 2^' ai^ehören soll, ausgedrückt durch die 



1) a; = (e» + e^e' + ee'* + e'') {p^+p'^ -hpp' -ep-ep/ + e*). 
Die fünffachen Symbole, welche man nach Ausführung der 
Multiplication erhält, hat man nun wieder nach den Dimensionen 
der auf E oder 2' bezüglichen Bedingungen zu ordnen; dann kommt: 
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X ^ [e-' (p^ - ep -f c')-\ + y . c* 0* - ep + e') + j/ . e^ (j' - " «) I 

4- [6*^ e (p^ — ep + e^ + ey . e^ (p -- e) + jV^ . e^] 
+ [e'^ 0^ - ei3 + e^ + e'V . e - e) + e'2/^ e^J 
+ [e'V . (y - e) + e'^i)'" . e] + [e'V^- 
Wendfit man jetzt die Incidenzformeln XIII und XIV des § 10 

iui, indem man die Symbole pe und jiV einfahrt, so erhält man: 

+ (^y^). - 

Eine Controle dieser Stammfonnel ist dadurch gegeben, dass 
dieselbe sowohl durch duale Umformung, wie auch durch Ver- 
tauschung der gestrichelten und der nicht geatriehelten Symbole in 
sich selbst übergeht. Ist nun S' einstufig, S vierstafig, so ver- 
schwinden alle Symbole mit Ausnahme derer in der zweiten 
Klammer; diese aber liefern den Satz: 

Die Zahl x der geindriscmten Sirahlbüsdtel eines einstufigen Sysknis 
Z' und eines vierstufigen Sifstems U ergiebt sich aus: 
S) X =p' .pe* -^ e' .p^e. 

Ebenso erhält mau, wenn 2^' zweistiihg i lieüt ti^ i t i 
der dritten Klammer den Satz: 

Die ZaJtl x der gemeinsamen Strd/iÜm&chM e»ca ^neistupqon 
Systems H' wid eines dreistufigen Blastems S eigieht sich ain 
4) x=p''^.^-\'^^ .pe-\-^^ / 

Auf die Formel 2 hätten wir auch duich die dual entsprechende 
Betrachtung gelangen können. Dann h ttten wir von der Fl iche 
der gemeinsamen Funlitc der beiden Systeme ^abgehen muisen und 
wären zu der Formel 2 durch VermitteluUff emei anleien Stimm 
fonnel gelangt, nämlich durch: 

x^{p^-^fp'-\-pp'^+^^(e^ + d^ + '.i^'—XO~pe +i ] 

Die Gestalt der beiden Formeln 3 und 4 hitten wir auch din,h 
das in § 37 besprochene und schon in § 3 ' angewindte Elimma 
tionsverfahren erkennen können, sobald wir einsahen das« es beim 
Strahlbüschel mit dem Scheitel p und der Ebene t moglicl ist jede 
einfache Bedingung durch p und e, jede zweifache durch p pp p^ 
auszudrücken. 

Wir gehen nun zu den abgeleiteten ChaiikteiistiL. nfoimelu 
des Strahlböschels über. Dieselben beziehen sich auf '^j temc 
deren Stufensurame grösser als 5 ist, und folgei ■\ h -i nl 4 In h 
symbolische Multiplication mit p', d u. s. w. 
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Ist 2J' zweistufig, 2 yierstufig, so ist: 

5) xp=p'^ .pe'^-\-p'^ .p^e, 

6) xe '^p'e' .pe^ + ^^.p^e. 

Ist i"' dreistufig und auch 2 dreistufig, so ist: 

7) ccp =y^ . e* +p'^ .pe +p'^ .pe +p/^ .p^ + ^^.p^, 

8) xe =y*.e^+ ^^.pe+p'^ .pe+p'e .e^ + ^^,p\ 
Ist £' dreistufig und ^ vierstufig, so ist; 

9) xp^ — j)'* .pe^ +p'* .p^e+p'e' . p^e, 

10) xpe—p'^ . jie^ + pV .p^ •\-p'e' .p^e + e"^ .p^e, 

11) xe^^p'(^ .p^ + e" .pe* + e'^ .p^e. 

Ist ^' vierstufig uud auch i' vierstufig, so ist: 

12) xp^^p'^^ .p^e, 

13) icjte ^^^d'.pe" +p'^^ .p^e, 

14) x^=p'^^ .pe' (auch als Zahl der Schnittpunkte 

zweier Plancurven). 

Eine naheliegende Anwendung der Strablbüscbolformeln bezieht 
sich auf die Berührung von Flächen. Die Tangenten einer Fläche 
bilden nämlich ein zweistufiges System von Strahlbüscheln, und 
man sagt von zwei Flächen, dass sie sich henlhren, wenn die ihnen 
ungehörigen Strahlbüa ehe! Systeme ein gemeinsames Element be- 
sitzen. Folglich sind die theilweise schon in § 14 aus den Coin- 
cidenzfonneln abgeleiteten Anzahlen für die Berührung von Flächen 
spedelle Fälle der Formeln 3 bis 14, Eine Flache F n"'' Ordnung, 
j^™ Ranges, fc*" Klasse besitzt uämlich ein zweistufiges System von 
Tangentenbüscheln, bei welchem zu setzen ist: 
jP^ = m, pe~r, e^ = h. 

Femer ist bei einem einstufigen Flächensystem p^ gleich der 
Zahl (i der durch einen Punkt gehenden Flache, pe gleich der 
Zahl V der eine Gerade berührenden Flächen, e* gleich der Zahl p 
der eine Ebene berührenden Flächen. Endlich ist bei einem zwei- 
stufigen Flächensysteme p'^e gleich der Zahl -9' der eine gegebene 
Gerade in einem gegebenen Funkte berührenden Flächen, pe^ gleich 
der Zahl qo der eine gegebene Gerade in einer gegebenen Tangen- 
tialebene berührenden Flächen. Folglich ist die Zahl derjenigen 
Flächen dnes einstaftgen Systems (it, v, q), ieel(^e eine Fläche (n, r, h) 
bmiihreny nach Formel 4 gleich 

n.(> + r.v + k.(t. 
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Sind zwei einstufige Flächensysteme (ft, v, p) und (fi', v', p') 
gegeben, so liefern die Formeln 7 und 8 die Ordnung der Otirve der 
Berufmvr^spunlcte und den Grad des Orts der TangenUalebmm von 
allen möglichen swei sich ieriihrenden Flächen der beiden Systeme, 
Tind zwar die erste Zahl gleich 

H.q' -i-Q.(l' + (t.v' + v .(i' + v. v', 
die zweite Zahl gleich 

H.q' + Q.li' + Q.v' + v .q' + v.v'. 
Ist eine Fläche (n, r, ]c) und ein aweistullgea Flächensystem 
(•&, 9p) gegeben, so findet co^ mal eine Berührung statt. Die Ord- 
nung den- Cmve der Bmihrungspunkte ergiebt sieh dann nach Formel 
5 gleich 

n.ip-\-r .&■, 
und der Grad des Orts der sugeho^'iffen Tangcntialehenen gemäss 
Formel 6 gleich 

r . ip -{-'k . Q: 

■ Ist endlich ein einstufiges Flächensystem (,ii, v, p) und ein 
zweistufiges Flächensystem (-S', ip) gegeben, so bilden die Bei^Uh- 
rungspuntte eine Fläche, deren Grad nach Formel 9 gleich 

\i .%•-{- ^.ip-^v .& 
ist, femer die zugehörigen Tangentialebenen einen Ort, dessen Grad 
nach Formel 11 gleich 

ist, und endlich die Tangenten in den Berührungspunkten einen 
Oomplex, dessen Grad die Formel 10 gleich 

^.(p-\-V.(p-\-V.%'-\-Q.%' 

liefert. 

Um eine zweite Anwendung der Charakteristikentheorie des 
Strahlbflßchels zu haben, lösen wir das folgende Problem. Man 
soll bestimmen, wie oft es vorkommt, dass bei fünf gegebenen 
strahMlge meinen Liiiiencomplexen Cj, C^, C^, C\, Q von den Graden 

%, »ig, rig, W4, K5 

die fünf in der nämlichen Ebene liegenden Complexeurv&i sich in einem 
und demselben Punkte schneiden. Man bezeichne mit s^ die einfache 
Bedingung, dass ein StrahlbOschel dem Complexe d angehört. 
Dann stellt sich die gesuchte Zahl aJa der Werth des Symbols 
^i^iH^i^b dar. Nun wissen wir aus dem Vorhergehenden, dass jede 
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der fünf Bediugangen durch zwei auf den Strahlbüschel bezügliche 
Bedingungen ausdrückbar ist, etwa durch j) und e, wemi^ bedeutet, 
daes der Scheitel auf einer gegebenen Ebene liegen soll, und e be- 
deutet, dass die Ebene des Strahlbüsehels durch einen gegebenen 
Punkt gehen soll; also ist 

Si^cci.p + ßi.e. 
Multiplicirt man mit pe^, so erhält man k; als die Zahl der- 
jenigen Strahl bü sehe 1, welche, dem Complexe d ai^ehörig, die Be- 
dingung pe^ erfüllen, d. h. als die Ordnung einer Complexcurve 
in Gi, also nach § 36 gleich 

«,.(»,■-1). 

Multiplicirt man mit p^e, so erhält man wegen, des Dualitäts- 
prineip ganz daaseibe, also 

«,-.(«(— 1), 
Demnach ist 

2i = ni.(ni—V){p + e). 

Folglich ergiebt sich für die gesuchte Zahl: 

^1 ^2 ^3 ^4*^5 = **i (*^i ~ 1) % (% ~ 1) % ("s "■ ^ ) '*4 (^i^^) ™& (**.-> — ^)(p + ^Y 
-= w^WängW^Wg (wj — 1) (% — 1) («g — 1) (k^ — 1) (kj — l) 

(lOiiV-HlOp^e*) 
=^ 20 . niMaW^n^w, (n, - 1) (n, - 1) {n., - 1) {n^ - 1) (% - 1). 



§ 41. 

Ableitung und Anwendung der Charakteristikenformeln für 

das Gebilde, welches aus einem Strahle, einem auf dem 

Strahle liegenden Punkte und einer durch den Strahl 

gehenden Ebene besteht (Lit. 52). 
Die Constanfcenzahl dieses Gebildes r ist 6. Wir betrachten 
demnach zwei Systeme 2^ und S' mit der Stufensumme 6 als ge- 
geben. In 2.' bezeichnen wir jeden Strahl mit g, den darauf befind- 
liehen Punkt mit p, die hindurchgehende Ebene mit e, in Z' nennen 
wir die analogen Hauptelemente g', p', 4. Nach der Analogie der 
Ableitung der Stammformeln in §§ 39 und 40 finden wir für unser 
Gebilde T die sechsfache Bedingung x, dasa ein J" den beiden 
Systemen gemeinsam iat, ausgedrückt entweder durch: 

1) x — {G-\-g,g'^g^g\-\-g,g\-^gg\-\-&){j>-k-p) -g)((i + (! -g) 
oder durch: 
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2) x-(}>'+l,'f'+f]>"+l}")(il,-g.-2ifJrriiJ + (J„-if.) 

ip + i-s) 
oder durch: 

3) x^ie^^e'-^ ^e^-^ + e'^){g,-g^-2e'+9g' ^y'.--,j;){_'o+p' -9) 
oder durch: 

4) x^i^^ + c'^ + cc'^ + e'^ ijß-\-p'^ +Pi'' — ep — ep' + e^) 

oder durch: 

5) « = (j)^ +2fp' +pp''^ +p'^) (e^ + e'^ + ee' — ep —pe' +p^) 

(ß+!/-e-p). 
In allen fünf Fällen erhalt man nach Ausföhmng der Multi- 
plicationen rechts imd nacli Ziisammenfassimg der Symbolo, welche 
für £ oder 2^' gleiche Dimension haben, mit Benufczimg der In- 
cidenaformehi ein und dasselbe, nämlich: 
G) x={ßeG} + [p' .eG + ^ .pG+g' .p^e'} 

+ yK^9^+^d.G + ^'.p''g,+^p.fe+ff^,.pe''} 
-\-[p'^.eg,,+p'e' .g,+e'^ .pg„+p'g\.e^+g',.pe+(^ g'p.p^} 

+ 

Ist £' einatuf^, S fünf stufig, so giebt die zwsite eckige 
Klammer die Zahl der gemeinsamen Gebilde; also: 

7) x^pf.eG + e'.pG+^.p^e'. 

Ist 2J' zweistufig, S vierstu^, so erhält man aus der dritten 
eckigen Klammer: 

8) x^p'Ke^gi,+p'^.G + e''.p''gi+ff'j,4i^e+g\.pe^. 

Ist £' dreistufig, 2.' auch dreistufig, so giebt die vierte eelcige 
Klammer die Ofiarakteristikenformel: 

9) x^p'^.egg>+^e'.gs + ^^.pge+p'g\.e'+g',.pe + e'g'p.p^. 

Die Formeln, welche auf Systeme Bezug nehmen, deren Stufen- 
summe grösser als 6 ist, erhalten wir durch symbolische Midtipli- 
cation der Formeln 7 bis 9. Wir erwähnen von diesen Formeln 
der Kürze wegen nur diejenigen, bei denen die Systeme S und -E' 
hä.de als vtcrstufig vorausgesetzt sind. Für solche Systeme gelten 
die Formeln: 

10) xp^^p^e .G' -i- G .p'^e' + (j)'^e+pe') .p/''g'e+p^ge-{p' ^^+p'^(f), 

1 1) xpe =^^e. p'^e' + e^p . d^pl + G . (p'^e' +j>V^) + [ip^e-^-pe') . G' 

+p^e . e" Vj, + eVp -P' V + e^p -iP^t+p^ff. ■ e'V, 

12) xe''^peKG' + G.p'^^ + (j}»e+pe^)J^^p + ^gp.(p/^^+p'3e?), 
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13) 3!Ä,=#ß.G' + G.y«e' + G.e'Vj, + eV.G'+i)V-ß'Vi> 

14) xg.-^pe^ .G' + G.p'^'^ + G .^^g\ +p^g, . G' + e^p -p'^^'e 

Von den vielen Anwendungen, die diese Formeln gestatten, 
heben wir die folgenden hervor. 

I, Man fasse bei einem Complexe n**" Grades jeden Complex- 
strahl zusammen mit dem Berührungspunkte und der Ebene jeder 
ihn berührenden Complexcurve. Dann erhält man ein vierstufiges 
System i' von Gebilden F; für dieses ist zu setzen: 

= 0, p^9e = e^gp = 'H-, p^e=pe' = n{n — l'). 
Man erzeuge nun in derselben Weise aus einem zweiten Com- 
plexe w'""" Grades ein vierstufiges System £' von Gebilden J", tuid 
wende dann auf S und S' die Formeln 10 bis 14 an. Dann erhält 
man die bekannten (Voss, Math. Ann. Bd. IX, pag. 87) Charaktere 
der Brennftäche der den leiden Complexen gemeinsamen Congnteng. 

II. Man fasse bei einem Complexe »*™ Grades jeden Complex- 
strahl zusammen mit einer seiner vier Wendeebenen und der zuge- 
hörigen Kegelspitze. Dann erhält man eiii dreistufiges System 2 
von Gebilden F, für welches zu setzen ist: 

p^^e^^S.n{n — 2), pge = egp = n . (3n — 2), s*! = 4 . n, 
j)e-=2.M(w— l)(n — 2) gemäss § 36, pag. 271. 

Man erzeuge femer in derselben Weise aus einem zweiten 
Complexe n"™ Grades ein zweites dreistufiges E' von Gebilden F 
und wende dann auf S und S' die Formel 9 an; dann erhalt man 
den folgenden Satz: 

In der Congrttens, welche der Schnitt emes Gomplexes n'^ GratJes 
mit einem Complea^e n"™ Grades ist, befinden sich: 

4. n. n' (2 .n^ + 2 .n'^+9 .nn' - 18 .n- 18 .n' + 20) 
Strahlen, welche zu zwei, den beiden Con^lcxen amgehörigen, in der- 
selben Ebene hefmäliehen Complexcurven JRück^ekrta/ngenlen mit gemein- 
samer Spitze sind. 

m. Formel 9 giebfc die Zahl derjenigen lUmmmrven eines zwei- 
stufigen Systems, welche eij%e Bmemcurve eines andern zweistu^gen 
Systems so berühren, dass die dem Berühnmg^miMe ungehörigen 



IV. Formel 8 giebt die Zahl derjmtigen Flächen eines zweistufigen 
Flächensystems, loelche mit einer gegebenen Fläche eine Normale so 
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gemein haben, dass auch ein dm-anf gdegmes Kriinnnungsccntrum itnd 
die mtgehörige Saitpfkrümmungsebene zttsammmfallm. 

V. Formel 9 giebt die Z<M derjenigen Ebenen, wdclie aus swei 
gegebenen gweiskifigen Systemen von Complexen GompUxcurven aits- 
schneiäen, die einen vieifacTien Punkt sammt einer seiner viar Tan- 
genten gemein haben (cf. in § 36 Formel 35 und 36). 

"VI. Formel 8 giebt die Zahl solcher 0orr^lexe eines zweistufigen 
Systems von Complexen, deren si/ngvlära Fläche die singulare Fläche 
eines gegebenen Complexes derartig ierührt, dass die der Berührwngs- 
stelle amgehßrigm svnguiären Strahlen beider Complexe msaumnenfalleti. 

VII. Um die Zahl derjenigen Ebenen su bestimmen, welche von 
drei gegä>enen Complexen Complexcurven enthalten, die sieh in einem 
und demselben Punkte herOhren, haben wir mit Hilfe von Formel 8 
die zweifache Bedingung auszudrücken, dasa die in einer Ebene c 
befindliche, einem der Coniplexe angehörte Complexcurve den 
Strahl (/ in j) berührt und darauf die so für die drei Oomplexe 
resiiltirenden di-ei Formeln zweiter Dimension mit einander 7.n raul- 
tipKeiren. Dadurch erhalten wir, wenn die Gradzahlen der drei 
Oomplexe «j, «^i **» siiid, für die gesuchte Zahl 

4 . M; , Mg , «j («^ + )lg + «3 — 3). 

Ebenso, wie das in den §§ 39, 40, 41 behandelte Gebilde, 
lassen sich noch viele andere aus mehreren Hauptelementen zu- 
sammengesetzte Gebilde behandeln. Beispielsweise erwähnen wir 
noch das Gebilde F', welches aus einem iu fester Ebene befindlichen 
Punkte p und Strahle g besteht, aber so, dass p und g nicht inci- 
dent sind. Auf die von einem solchen Gebilde ersengten drei- 
stufigen, d. h. durch eine einfache Bedingung definirten Systeme 
kam Olebseh in der Theorie der algebraischen Formen, Er 
nannte solclie Systeme Connea^ (Lit. 52a). Ist ii^end weiche eiTi- 
fache, dem Gebilde F' auferlegte Bedingung, so ist immer; 

0^a.p + ß.g, 
wo a augiebt, wieviel Gebilde s und die Bedingung pig^ erfüllen, 
ß angiebt, wieviel Gebilde s und p^g erfüllen. Clehsch nannte « 
die Ordnung, ß die Klasse des durch g bestimmten Connexes, Sind 
vier Connexe Cy, C^, Cg, C^ mit den Ordnungen «j, «g, «j, cc^ und 
den Klassen j3,, ^j, ß^, ß^ gegeben, so kann mau fragen nach der 
Zahl X der ihnen gemeinsamen Gebilde F. Diese Zahl x ergiebt 
sich sehr leiclit aus: 
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■welchen Äusclrnok auch Liiidema.nn (Clebseh's Yorles. pag. ß40) 
findet. 

§ 42. 
Chanikteristikentheorie des Gcbilfles, welches ans einem Sti*ahle 

uiid n darauf befludlichen Pankten Gesteht (Lit. 53). 

Dieses Gebilde F, welches wir „gerade Punhtgruppe" nennen 
wollen, hat die Constantenzalil 4 + m. Wir betrachten daher zwei 
Systeme S und -i'', deren Stufensumme 4 + n ist, und bezeichnen 
für 21 jeden Strahl mit g, die darauf befindlichen Punkte mit 

Pi, Ps,Pi^Pi,---P'.> 
ebenso für £' jeden Strahl mit //' und die darauf befindlichen 
Punkte mit 

Verfahren wir nun analog wie in den §§ 39, 40 und 41, so 
erhalten wir für die (4 + n) -fache Bedingung x, dass eine gerade 
Ponktgruppe den beiden Systemen gemeinsam ist, die folgende 



1) cc = (G + g.!/+g^^p + g,9'e + ffg'. + G')<jh+p\-g) 

Durch Ausführung der Multiplication mid Zusammenfassung der 
Symbole, welche für .£ oder S' gleiche Dimension haben, kann man 
aus dieser Stammformel die Charakteristikenformeln für alle Fälle 
erhalten. Nach § 37 können wir jedoch dieses Verfahren durch 
ein bequemeres ersetzen. Wir brauchen nämlich der Formel 1 
nichts weiter zu entnehmen, als die Erkenntniss, dass, wenn £' - 
cjwstufig ist, die betreffende Charakteristikenformel keine weiteren 
Bedingungen aus S' enthält als 

y, /i, y^, P\,---P'n, 
dass, wenn S' ^(«ccjstufig ist, die zugehörige Charakteristilcenformct 
keine weiteren Bedingungen aus S' enthält, als 

O'n ^P> ^Vi. !fp'2>---^J^n> p'iP's, P'^h^—P'—^P'^, 
und so fort. Hieraus ziehen wir den wichtigen Schlnss, dass die 
Zahl der gemeinsamen geraden Punktgruppen eines «'-stuften 

20^^ 
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Systems S' und uines (4 + w — i) - stufigen Systems S sieli immei- 

duccii m auf £ und in auf E' bezügliche Bedinguugeu ausdrücken 

läastj wo, 

wenn ^=^l ist, m gleich 1+Hj wird, 

wenn i = 2 ist, m gleich 2 + Wi+«ä 'wirdj 

wenn i — 3 ist, m gleich l + 2 . «^ + «a + «3 wird, 

wenn i = 4 ist, m gleich 1 +«j + 2.«^ + % + % wird, 

also überhaupt 

2) m = ni H- w,_] -f 2 .«i_a + «,-3 + «i-4 
wird. 

Wir haben dann nach den allgemeinen Betrachtungen des § 37 
freie WaM darühet-, welche m i-fachen. Bedingungen wir zur Auf- 
stellung der Charakteristikenformeln verwenden wollen. Dabei stehen 
uns auch die Coinddensbedingungen zu Gfebote, welche in § 34 durch 
die auf g und die n Punkte p bezüghehen Grundbedingungen aus- 
gedrückt sind. Da die Benutzung dieser Coincidenzbedingungen die 
Charakteristikenformeln auf die möglichst einfache Gestalt bringt, so 
führen wir dieselben hier ein, und zwar mit denselben Symbolen 
wie in § 34, Es bezeichne nämlich e mit gewissen h neben ein- 
ander gesetzten Indices, dass die h Punkte p, welche ganz dieselben 
Indices haben wie b, susammenfailm, femer p, p^ oder p^ mit Ä 
neben einander gesetzten Indices, dasa die k Punkte p, welche die- 
selben Indices haben, wie p, p^, p^ eoincidiren und dabei ihre Co- 
incidenzstelle bezüglich in einer gegebenen Ebene, auf einer ge- 
gebenen Geraden, in einem gegebenen Punkte haben. "Wir schreiten 
nun zur Aufatellung der Charakteristikenformeln selbst, 

Ist das System S' einstufig, so wissen wir, dass jede einfache 
auf 2^' bezügliche Bedingung s eich durch 

ausdrücken lässt; wir können daher schreiben: 

3) ^ = ß-9' + '^i-p'i + cei- p\ + ('s -i^s + ■ ■ ■ ß" -.?''"; 

wo ß, «1, K^,,..an Ooefficienten sind, die von der Natur der Be- 
dingung 2 abhängen. Um dieselben auf die einfachste Weise durch 
(4 + « — 1) -fache Bedingungen auszudrücken, die sich auf das durch 
3 definirte vierstufige System beziehen, multipliciren wir mit solchen 
vierfachen Bedingungen, dass möglichst wenig Symbole in Formel 
3 von null verschieden werden. Wir erreichen dies durch Multi- 
plication mit den Bedingungen: 

gp^iw...n, Gp2M,...«, Gpiu...^,---Gpis.:.^-i. 
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Dadurch erhält man: 

und so fort. Denkt mau sieh also s als die delinircnde Bedingung 
des Systems £, so kommt für die Zahl x der 21 und S.' gemein- 
samen geraden Punktgruppen; 

4) x=^ g'. gp^mi ...n-\-p\- G'Pisi ...n+p'a- G-pm ...« 

+ ...-\-p'„.GpuB-..^-i. 
Hieraus ergeben sich eine Reihe von abgeleiteten Charakteristiken- 
formeln, z. B. durch MuUiplieation mit ^j: 

5) xg, =— G'. ^p'iasi . . . « +p\^i ■ Gpüü ...n + --. 

-G'.9p\^äi...j.+ G'.GpiS4,...n + p'\g'.Gp2^i...n + ... 
Aus dieser Formel erhält man die Formel 18 des § 39 (Jurch Spe- 
eialisirung, indem man jmmUch n =1 setzt. 

Ist stveitens S' zwdsiußg, so dürfen wir für jede zweifache Be- 
dingung 5 die Gleichung schreiben: 

6) = a,,.p\^ + a,^.:i/^^ + ... + (i,.p'\ + a^.p'% + ... 

+ ß.g'p+y.g'e. 
Die »a + ^i + 2 Coefficienten bestinunen wir durch Multiplica- 
tion mit 

gpPSi...^, 9pP\i...n>—, 

gpSu...n, gp\si. ...,-.., 

p\2s...n und g^PiP^-'-P"- 
Dann kommt: 

^gP^Si . . . li =" «1 ■ 1 1 ^9P^i&i , . . ™ = «2 ■ 1 j ■ ■ - j 

^ym...« = /5.1 und sgtPiP^...p» = }' .1. 
Ma.n bemerke, dass jeder Goeflicient durch ein einziges Symbol be- 
stimmt ist. Hiernach erhält man für die Zahl x der einem zwei- 
stufigen Systeme £' und einem (2 + '*)- stufigen Systeme £ gemein- 
samen geraden Punktgruppen; 

"?) X=p'i2-9pP^äi.. .n+p'iB-9pP^*. .■" + ■■■ 

+P'\ ■ 9P^2?A ...n +p'\ ■ gp^&i . . . ™ + . • - 

+ g'p .p\2s ...n+g'e- g^PiPa ■■■p«- 

Beispielsweise erhält man hieraus fllr w = 2: 
8) « =/ia ■ G +pf\ . gpi^ +p'\ . gp^ -|- 4p -fx^ + /> ■ i'^Äft- 

Bei der Special isirung von g^p^z^ . . , « für )* = 2 verfährt man 
am sichersten, wenn man für dieses Symbol zunächst schreibt 



y Google 



310 SccliKtet Abschnitt. 

0-psi...n, woraus dann eraichtlich, dass es für )i='2 zu der Bedin- 
g\ing G wird. Die abgeleiteten Gharakteristikenfoiineln sehreiben 
wir der Kürze wegen nur für ra = 2 specialisirfc. Wir mnltipliciren 
demnaeb 8) mit </, g^, g^,, g, und erbalten zunäcbst für den Fall, 
daes S' dreistufig, ^ vierstufig ist; 

9) xg = g'p\^ . G + ^f\ . </i)/ + g'p'\ ■ 9i\^ + ü'^ •i'^a + ?'.. ■ 'J^PiP-,- 

Dio erschienenen Symbole . konnte man tbeÜweise noch mit Hilfe 
der Formeln des § 34 umgestalten, z. B. 

i/^is =y«£'is +^^3 ^/«J^'i +3V2 — <J^+1^\%-, 

dann kommt: 

xg = (f.:^^.G^<J,:^^.G-g\.G+p'\,.G 

+9'^p\ -9Pi +j)", ■gp2^+g'^p'2-!fpi^ +p'\ ■ Wi' 

Weiter erbalten wir für den Fall, dass beide Systeme vierstufig 
sind, ans Formel 8; 

10) xg^ = ffVia . G +g\^\ .gp^^ + g\p'\-gpi^ + G'.g.p^p^ 

= (fxlhi • <? + 9'p'\ ■ 9Pi^ + ?^i»/ •9Pi+ <?'■ 9^Pxi + O'- G, 

11) ^9p-9'j:P\s-<^ + 9'fP'\-9!P2^+^i'Ps^-9Pi^ + G'-p\2 

= (J.B\^.Q->rp'\.G + ^^\.gp^' + 0'.gpi 
+ 9'p'% ■ 9Pi^ + G'- ot/ + G'.p\ 
- (9'P'\ + </p% + ö") ■ <? +P"u ■ G + &.p\, + yi/\ .gp,' 

-\-(Jp'\ . gpi^ + G'.gpi^ + (J'.ffi)/ 
^G'.G+ G'.p\^ +y ä^ä -G + G: gp^" + 9'p'\ .G-j-G'. gp,' 
■+ g'^\ . G + 9'p'\ . gp^^ + g'p'\ . gp^^. 

Die ziilefezt geschriebenen Formen der rechten Seiten der Formeln 
10 und 11 gehen durch Vertauschmig der gestrichelten und der 
nicht gestrichelten Symbole in sich seibat über und liefern insofern 
eine Controle. Endlich erhalten wir für den Fall, das S' fünffitulig, 
2"" vierstufig und « = 2 ist: 

12) xg, - g',p\^ . G + ^,il\ . gp^^ + g\:^\ . gp^^ 

— 9'p'\i ■ G + e\^ G'. G + G'p\ . gp^^ + G'^l^ . gp^" 

= 9'p\ . G + Gy, . ff 4- 0^2 . G + &p\ . 9p,'+ G'p', .gp,K 

Ist drittens S' dreisktßg, so dürfen wir iiir jede dreifache Be- 
dingiuig s die Gleichung ansetKen: 
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13) 


2-. 


«u.-y.AA + «.„.*'.?',/ 


i+. 










+ "1. -rt. + «1 


..y 


■'l. + ..- 








+ »,./■, + »,. 


p". 


+ ... 








+ ft-i''.j''.+A 


,.As',+ ... 








+ r.!/'.- 






Um die 


n, + n. 


+ 2..I, 


+ l Coefßcienten zvi bestimmen. 
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, ilini Beiliiigiingen 










oft. 


Gj»,,,, 


.,.-. 








».!)■ 


,4...., g.p'u... 




., 






i)'„. 


..n, P\z..-n, 


..., 








S,l',P,Pl--'l>n, S.lhl',-- 


■ Pn, 




üajiu kommt: 
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«fffc 


. .-« 


,a.l, lO-p,;...,- 


«IM 


.1,..., 




«ftA 


,..„-«„.1, 2ff.A,...- 


'«IS 
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.»"«l. 


,1, »A..,.-« 
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,..,, 




'S.P,Psn--P 


.-^,. ! + «„,. 1 + , 


«134. 


,1 + ...«: 




«S.l>iPsft---y. 


.-Ä.l + «„.1 + . 


Ksu 


.]+...«, 
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fort, eniülicli i 
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Demnach ist: y = 


l)'l= 






«1» 


-eji« 


...«, ßl24 = Gj)36.. 


...■ 


■■> 




«12 


-»-> 


,...., «„-»Ä.. 


.»,. 


■■1 




«1 


-i.'.„. 


..., »,-ym,,.. 


,... 





iiltiplicireii 



aber 

l^i - (J^lhPüh ■ ■ -i)« -- «123 - «i2d - ■ ■ ■ 

uud MO fort, und zwar so, dass bei dem Ausdruck für deu Coeffi- 
cienten ß mit dem Indes i alle diejenigen Symbole Gp bu subtra- 
hiren sind, welche alle möglichen jj — 3 Indices enthalten, unter 
denen i sieh nicht befindet. Wir erhalten demnach fftr die Zahl x 
der einem dreistu^en Systeme 21' und einem (1 +M)-atufigen Sy- 
steme S gemeinsamen geraden Punktgruppen: 

14) X ^p\lhf\ ■ Gpa, ...n -k-p'il^iP'i ■ Gpii ..., + -.. 
+i»"ia-3siA4...™+y'i3-£i'«i>V.. ,« + ■•- 

+^^1 .pSii ...n -\-p'\ .i)\s4 ,..« + ■■- 

+P\^^-9^f%J>iPi---+p\^e-9epiPzp4,--- + --- 
-p\{f..{Gp^...n + ..)-^J.(fipi,....-^. .)-... 
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Der grösseren Deutlichkeit wegen specialisiren wir diese Formel 
für ]i = 3; dann erhalten wir: 

15) X ^p\p\f\ . G +i>'\3 . gep\ +i''*i8 . J/.iJ.' +P'\a ■ ff^Pl^ 

+P'i9'^ • V^mh +/8P's ■ i'si'ii'a +!P\9'^ ■ 9ePip2 

Für H = 4 würden die negativen Glieder beissen: 

- P\9'^ ■ {Gp^ + (?i>3 + Gpd -P\ 9'e ■ {Gp, + Gp, + Gpd 
-^^9'e.{Gpi + G-p^-\-Gp^). 
Mit Hilfe der Formel 18 des § 34 kann man die Symbole p\p'ii)\, 
P'iP'^P'i ^- ^- ^- ^^^ ^^^ Formel 14 fortschaffen mid Coincidenz- 
symbole einführen, indem man z. B. setzt: 

^iP'ip'i =P'in +P\9'e +p\9'^ +P'a0'^ - 9'^ 
Dann kommt statt l''ormel 14: 

16) x = p\^s. Gp^...«+pfi,^.Gps5. . .. + ... 

+ ^\i-9.P%...n+p'\i-9>V^i...^ + — 
+y*i -pSs ...^ +p'% ■ p'iM ...n+-.- 
+ 9'^-p\n.-.n 

+ l\^s-9iPiP'i...nPii+P\^,-9ePiPi...nP^-\---. 
-i)',.(Gi'45...«+GPW. ...+ ...), 
welche Formel man auch, direct hätte finden können, wenn man 
von Anfang an die Bedingungen p'iag und so fort zur Darstellung 
der Charakteristikenformel gewählt hätte. 

Um ein Beispiel einer abgeleiteten Oharakteristikeni'ormel v.u 
haben, multipliciren wir Formel 15 mit </'; dann kommt: 

^9 = 9'p'iP\p\ • G +g'p'\2 ■3*i>3' + ^l^\s ■ 9>P2^ + i''/^3 ■ 9ePi^ 
+ 9p'\ -P^s + ^P'% ■P\z + 9'P'% • P\2 + G'.p\^^ 
+P'i9'^ ■ 9«p2Ps +^3^'» ■ 9ePiPa +P\ 9\ ■ 9^Pip2 
-p\g', . G -jf^ g\ . G -p\g\.G. 
Jetzt ersetzen wir die in dieser Formel entstandenen vierfachen Be- 
dingungen sämmtlieh durch Coincidenzbedingungen mit Benutzung 
der Formeln 13 bis 18 des § 34; wir setzen also z. B. 
^p'iP'üP'a ^P'\sLa+9'^ (p'ia +p'is +^^s) + 2 . G', 
P'i9'^-9'^p'\, 
9^P2ps=9^p2s + G. 
Ferner schreiben wir statt g'p'^i das damit identische g'eP'^i u. s. w., 
sowie statt g' p'^12 ^^^ Summe p'^^^ + g\p\a u. s. w. Dann or- 
balten wir: 
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+^^13 ■P3^9'-^l^\ä -i^^ff» +P% --PiV- 
+y^/^ y^s +^\^> ■p\b +p/%(/^ ■P\'i 
+ (Jep'n -ff^Ps^ + 9'eP'is -g-^P^^ + ^^P\s ■ 9»Pi 

+^\§'. ■ g^Pi'i +y\^'. ■ g^Piz +y\if, . a,p,^, 

eine mehrfach vom Verfasser controlirte Formel, welche ganz all- 
gemem den Grad d&r Lmienfläcke der Strahlen von allen denjenigen 
geraden Punktgru^en mit drei Pimkten angiebt, die swei < 
merstufgen Systemen 



Wenn viertens das System S' vierstufig ist, so wählen wir als 
charakterisirende Bedingungen der Crleichförmigkeit wegen lauter Co- 
incidenzbedingmigen und zwar reichen zur Darstellung der Charak- 
teristikenformel die folgenden w^ + % + 2 . )?g + '*i + 1 Bedingungen 

^1234, yms,--- 



g's^^i, g'sp'^i,--- und G'. 
Demnach setzen wir für die beliebige vierfache Bedingung s folgen- 
dermassen an: 

18) = «,234 •i>'l234 + «123B -^12,, + ■■■ 

+ ßl,-g'el^,2 + ßl,-9'ep\, + ... 

+ Kl . g',p'\ + a, . ^,p'\ + . . . 

Um die Ooefficienten zu bestimmen, haben wir mit paasend ge- 
wählten Bedingungen zu multipliciren ; wir wählen dazu wieder 
lauter Coiucidenzbedingungen, und zwai' 

Gi>56...«, Gi»4fi, ..„,..., 

g,p^4S...n, g,p\...^,---, 



pliU...n. 

Freilich kommen wir dabei auf Producte von Coincidenz Symbolen, 
deren numerischer Wertk nicht unmittelbar erkannt werden kann. 
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Doch entgehen wir jeder Schwierigkeit m dei Deut in^, solcher Pro- 
diicte, wenn wir uns den einen Fittor immer duich Niehteoinci- 
denzsymbole ausgedrückt vorstellen, gemäss den m § 34 entwickel- 
ten Formeln. Hat man so die n^ + k, + 2 » + ]i^ + 1 Gleichungen 
zur Bestimmung der Coefficienten auigeötellt, letzteie berechnet 
und die erhaltenen Werthe in 18) eingesetzt, so erhält man scliliess- 
lieh für die Zahl x derjenigen geraden Punktgruppen, welche dem 
vierstufigen Systeme 2"' und dem is-atafigen Systeme ^ gemeinsam 
sind, die folgende Formel: 

19) X -io'is34 ■ Gi>5e7 ...n + p'jä35 ■ ^Pi«i ..-» + ■■■ 

+^\is ■ s^p^*^ ...» +y \m ■ 9>pSi ...«+... 

+i>"l2y81...»+J>'^8-P^ä4...» + --. 
+ O'.!''« ■ (Gi556 ,..« + Gi-Sfi ..,„ + ,. .) 

+y.yi3 ■ (Gi>66 ...»+ Gi.,6 ....+...) -I- .. .] 

— We^'^i ■ (^i*äfl . . . fi + Gpis ...«+■■■) 

+g'.^\-i<^Pm...n + ■..) + .-] 
+ (?'.i»m...» 

+ [<?'.(?.i>34.,.. + -..)] 

-{G'.{g.p\. ..„ + ...)] 
+2.{G'.a). 

Der grösseren Deutlichkeit wegen specialisiren wir diese Formel 
noch für w = 4; dann erhalten wir' für die Zahl X derjfftmfm ge- 
radem Punktgruppen mit vier PunMen, welcJte swei vierstießffen Systemen 
gemeinsam sind, die folgende Formel: 

20) x-p'„u.a 

+i'"m ■ S-Pi +l?"iu ■ S-lh' +y"i!.. ■ 'J-lh' +li'„i ■ g,i\' 
+ J>"i. •!>'» + Jj"u ■ J» u + y'u -fr, + A -i''!. + p"m -iAj 

+}>"»-l''is 
+ i/.l)'i. ■ !/. R» +S'.y'is • ä.fti +9'.i>'u-S'.ft. + S'.p's.-S'd'u 

+ »'.P'u • Wis + ä'A ■ S.ra 
+ (s'.P'n + g'.l'a + /./u + »'.Ä. +4'.P'i4 + !/.J>'ai) ■ « 

- {j/.I""! +(/'.!>",+ S'./". + S'.*".) ■ ß 
+ O'-Pax 

+ ff- &.»> +ftfti +fti'i4 + ä'.i'!s +».fti + !i'.l'M) 

- ff- fr.Pi' + !/.ft' + g.f' + J.P4') 
+ 2.G'.Ö. 
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Man sieht, daas diese Formel durch Vertaoschimg der gestrichelten 
und der nicht gestrichelten Symbole in sich selbst übergeht, wo- 
durch eine Controle gegeben ist. 

Es bietet mm gar keine sachHche Schwierigkeit, die Oharak- 
teristikenformel für ein «-stufiges und ein (4-i-«"z)-stuiiges System 
hinzuschreiben; doch würde es sehr viel Raum in Anspruch nehmeiij 
vollkommen deutlich zu sehreiben, welche Producte dann auftreten 
und welche nicht. Die Gestalt der allgememstm CharMeristikenformcl 
wird jedoch schon deutlich erkmiüiar, wenn tvir dieselbe ßir ein nicht 
m Meme§ i und n specialisirt schreiben. Wir wählen n = 9 und i=6; 
dann ergiebt sich für die Zahl x derjenigen geraden Punktgruppen, 
welche einem sechsstufigen Systeme ^' tmd einem siebenstufigen 
Systeme ^ gemeinsam sind, die folgende Formel, bei welcher jede 
hinter eine eckige oder runde Klammer als Index gesetzte Zahl 
angiebt, wieviel Producte von Symbolen diese Klammer enthält. 

+ ryV34-i''667S0 + ---]l26 

+ \g\p'mi ■ S'si'sfiTsa + ■ ■ -Jise 

+ y^P'tn^ ■ (GPsm + GPm + (^Pm, + ■ - Oio 

+ ^^l'm!^-i(^Pm + (^Pm + Gp^,,.+ -\o + -'k.t.^i2<^o 
+ [Gy la ■ (Sei^aisiii + 6'«i'3456s + i'ei'säße» + ■ ■ ■)2i + ■ ■ -k ■ 7, = 756 

-[P>'m-(Öi'«6+^i'«T+Öi'45S+*?i'4ä9+-)ä0+-]e,.6>=16S<) 

- IG'p'n ■ (ß^p\m + 9^^z4bi + ff^P^a^s + 9^P%i^ + ■ ■ Oss 

+ 2 . {_G'ii,^7(Gp,,, + Gp,^ + Gp,^ + . . .),, + . . .J,, . ,, ^ i,«o. 
Durch symbolische Multiplication der Formeln 20 imd 21 erhält 
man leicht die abgeleiteten Charakteristikenformeln für die Fälle, 
wo die Stafensumme der gegebenen Systeme die Constantenzahl 
4 -|- n der geraden Punktgruppe übertrifft. 

Sind n mid die Stufen der beiden Systeme kleiner als in 21), 
so kann man die betreffende Oharakteristikenformel auch aus der 
Formel 21 ablesen; man hat jedoch dabei Folgendes zu beachten. 
Soll das Symbol Gp^^c, vi&rter Dimension werden, so wird daraus 
Cr, soll es aber noch niederer Dimension werden, so ist es gleich 
null zu setzen. Was aus </ep\7so ^^^^, wenn es dritter Dimension 
werden soll, erkennt man, sobald man den Incidenzformehi g 
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dafür (/3Ps7aä~^^«7ss setzt. Dann sieht man, dass dafür g, uud, 
wenn es von nocli niederer als der dritten Dimension werden muss, 
nuU 7,n setzen ist. Ebenso lassen sich die übrigen Symbole mit 
Benutzung der Ineidenzformeln leicht deuten. Beispielsweise ent- 
nehmen wir der Formel 21 die Charakteriatikenformel für den Fall, 
wo n — 2, 2 dreistufig und 2' auch dreistufig ist. Dabei werden 
die Summen, welche in der Fonnel 21 von der ersten, zweiten, 
siebenten, achten, neunteai, zehnten, elften eckigen Klammer ein- 
geschlossen werden, zu ■ null. Aus der dritten eckigen Klammer 
wird p'\2 ■ 9' ) ^us ^^^ vierten ^'ä .j>\2) aus der iiiniteji p"'j.p^^-}-p'\.p\, 
aus der sechsten S'eP^i-geP^ + c/eP'i-gePi', also kommt; 

22) X =^\^ -9,-^^, ■i'^a +P'\ -Pi^ +P"'2 -Pi^ +^^P\ ■ ffeP2 

+ 9'op'2 4hPi- 

Eine naheliegende Anwendung der auf zwei vierstufige Systeme 
bezüglichen Chacakteristikenformeln der geraden Punktgruppe folgt 
in § 43 ; hier aollen nur noch eiaige auf den Fall w = 2 bezüg- 
liche Formeln in anderer Form ausgesprochen werden. 

I. Die Crleichung 22 löst das folgende Problem: Gegeben ist 
eine a-ß-dmtige Besiehmtg sweier Punkträume und ausserdem eine 
u'-ß'-dmtige Besdehtmg sweier Tunkträume. Gesucht wird die Zaiü, 
welche cmgiebt, wie oß ein durch die erste Beziärnng ziisammengehöriges 
Punktepaar sich deckt mit einem Fimktepaare der sweiten Beniekvm), 
so dass mich die YerJmdungsstrahlm zusammenfallen. Bewegt sich 
der erste resp. zweite Punkt der ersten Correspondena auf einer 
Geraden, so beschreibt der zweite resp, erste Punkt eiue Eaum- 
curve, deren Grad A resp. B sein möge. Eine durch die eben an- 
genommene Gerade gelegte Ebene enthält also A resp. ß Punkte 
der ßaumeurve. Nun ist es nicht nothwendig, dass die A resp. B 
Verbindungs strahlen dieser Punkte mit den durch die Correspon- 
denz zugehörigen Punkten der Geraden aämmthch in der angenom- 
menen Ebene liegen. Es mögen dies nur a resp. h unter jenen A 
resp. B Yerbindungsatrablen thun. Die übrigen d^A — a^^B — h 
Verbindungsstrahlen verbinden also Punkte, welche auf der an- 
genommenen Geraden coincidvren. Femer sei c der Grad des Linien- 
complexes, welcher von den säuimtliehen Verbindungsstrahlen zu- 
sammengehöriger Punkte der ersten Oorrespondenz gebildet wird. 
Endlich mögen die analogen Zahlen für die zweite Oorrespondenz 
mit denselben Buchstaben, aber gestrichelt, bezeichnet werden. 
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Dann ist nach Formel 22 die gesuchte Zahl x der den beiden Cmre- 
spondensen gemdnsamen Pimldt^iaare immer misgedrücki durch: 

23) x = a.ß' + ß.K' + a.b' + b.a' + c.d' + d.(^. 

II. Ist specieller in fester Ebene eine «-^-deutige Beziehung der 
beiden Punktfelder dieser Ebene und ausserdem eine a'-ß' -deutige 
Beziehung gegeben, so hat man Formel 10 anzuwenden, indem mau 
die Bedii^fungen gg und ^g aus den Symbolen foräässt, weil dieselben 
in die Definition der beiden Correspondmsen eingefügt sind; dann kommt: 

Nun ist pi^ gleich a, p^^ gleich ß, y^j gleich a', p'^^ gleich ß' 
zu setzen. Bewegen sieh der erste und der zweite Punkt je auf 
einer Geraden, so beschreiben der zweite und der erste Punkt zwei 
Curven, deren Grade gleich sein müssen. Sind diese Grade gleich 
Ä, so ist es nicht nothwendig, dass die Verbindui^sstrahlen der 
durch die Correspondenz zusammengehörigen, und auf der ange- 
nommenen Geraden liegenden Punkte sämmfclich mit der angenom- 
menen Geraden zusammenfallen. Es mögen dies nur a unter jenen 
^ Verbindungs strahlen thun; die übrigen d=^Ä — a Verbindunge- 
strahlen müssen dann nothwendig Punkte verbinden, die auf der 
angenommenen Geraden coinctdiren. Endlich mögen die analogen 
Zahlen für die zweite Correspondenz mit denselben Buchstaben, 
aber gestrichelt, bezeichnet werden; demgemass ist jj^^ gleich d, 
gis gleich «, p\^ gleich d\ ff'g gleich a' zu setzen. Also ist die ge- 
suchte Zahl X der den beiden Covrespondmzen gememsmnen P^tkt^- 
paare immer ausgedrüclct durch die Formel: 

24) a:='a.ß' + ß .a' + d.a' + a.d' + a.a'. 

Ist specieller die zweite Correspondenz dadurch verursacht, 
dass man jeden Punkt einer in der festen Ebene gegebenen Plan- 
curve n^" Grades mit jedem anderen auf ihr Hegenden Punkte zu- 
sammenfasst, so ist ß' = 0, /5' = 0, d' = n, (i' = m(« — 1) zu setzen 
und wir erhalten: 

25) cc^d.n(n^l) + a.n + a.n(n^l) 

= d.n{n^l) + a.n^ 
für die Zahl x derjenigen Funktepaare der ersten Oorrespondcns , deren 
"beide Punkte auf eine Flanciiree n'"' Ordnung fallen. Dieses Kesul- 
tat konnten wir auch direet durch folgende Ueberlegung erhalteiL 
Da es in der ersten Correspondenz A Punktepaare giebt, deren 
beide Punkte auf zwei gegebenen Geraden liegen, so liegen nach 
den Bezout'schen Sätzen oder, was dasselbe ist, nach der Charak- 
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teristikeatlieorie des Punktes (| 37), n^ , A Punktepaare der Corre- 
spoudenz anf der Plancurre n*™ Grades. Unter diesen befinden sicli 
erstens die gesuchten x, zweitens auch diejenigen n . d Punktepaare, 
bei welchen Ooincidenz auf der Plancurve stattfindet; also ist 
X = n^ . Ä — n . d =^ n^ (d -{- a) — n . d-= n (n — l) . d + n^ . a. 

III. Um in fester Ebene die Zahhn für die co^ gemeinsamen 
Punktepaare zweier ^eistufiger Systeme aus den allgemeinen Formeln 
abzulesen, specialiairen wir die Formel 4 für m = 2 und erhalten 

Diese Formel multiplieiren wir mit (/'gg's und mit g'ep'u] dann kommt: 

und 

a^i'^J'ia = i^=/is ■ ff^p\i + 9'^P% ■ GiJa + 9'^P'\2 • OjA- 
Fügt man jetzt wieder die Bedingungen g^ und g'e in die De- 
finition der vorausgesetzten Systeme, indem man sich die Systeme 
in fester Ebene denkt, so hat man g'e imd 9s rechts fortzula^ssen, 
und man erhält: 

20) xg, =p\g\ .p^g, +p\fi. 4h9^, 

und 

«i'ia = 9'i''i2 ■P\^ +y\ä ■ 9eP^ +P'\i ■ 9ePi 
oder: 

^Pis = 9'^ (P'i +P'2 - (f) ■P\s +P'% ■ 9^P2 +I^\s ■94\ + P"i2 -P^i, 
woraus sich dann bei fester Ebene ergiebt: 

27) iCj),2 =■- S'^l^i ■P\i +9'eP'i .p\2 +P'\2 ^JePi +J''^2 ■ 94h +y\s -P^- 

IV. Verbindet man die in 26 und 27 gefundenen Formeln mit 
der in 25 gefundenen Formel, indem man für « vmd d die für 
xge und xp-j2 erhaltenen Werthe einsetzt, so gewinnt man das 
fönende Resultat. Wmn in fester Ehe^ie swd dreistufige Systeme von 
Funlctepaaren und cmsserdem eine punktallffmieine Flancurve n'^ Ch-ä- 
nung gegefim sind, so ist die Zahl x derjenigen FiinJitepaare, welche 
den beiden Systemen gemeinscmt sind tind mgMch auf die Curve fallen^ 
misgedrüt^t durch die Formel: 

28) x = n.(n--l). y,p\ .p\ + ^.^^ -p^ + 1^\ ■ 94\ + p'\ s ■ 9.<Pi 

+P'\2 ■i'^ia] + «' ■ \ß'^p'i-94h+9^'P'2 ■^■'Pii- 

Die in dieser Formel auftretenden Symbole lassen sich uun 

leicht durcji die schon in § 18 definii-ten Brill'sehen Zahlen «, ß, 

y, «', ß', y' ausdrücken, wo c bezeichnet, wieviel Punkte p.^ auf 

der Curve einem Punkte pi durch eine Correspondenz C entsprechen. 
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und ß bezciclmet, wieviel Punkte py auf der Cnrve nnigekehrt einem 
Punkte j)^ entspechen, aber so, dass im allgemeinen j), und jOg nicht 
zusammenfallen, wo ferner y bezejelinet, wie oft in jedem Punkte 
der Curve zwei Punkte ji, und ^ eoincidiren und wo endlich p\, 
p'2, a', ß', y' (he analogen Zahlen för eine zweite Correspondenz C 
bezeichnen. Demnach ist, wie schon in § 18 besprochen ist, 

" ■ (.ihhh) = « + r, » • (jp'\p'^ -- «' + /) 

Nun ist nach der Ooincidenzformel 8 des § 13: 
also: 



^^■^ n n ' ' -^ s^ " n n " ' ^^ ' 
Setzt man diese Werthe in 28 ein, so ergiebt sich nach einiger 
XTmformui^ die Formel: 

29) a; = a.|5' + /3.ß'-(w-l)(n-2).y./, 

welche mit der BHlVscJmi Formel (c£. Clebsch-Linderaanii, jiag. 446, 
Formel 13) [Lit. 54] 

X = a.ß' + ß.a!-2.p.r.y' 
völlig übereinstimmt, da für Curven ohne Doppel- und Rückkehr- 
punkte (w — 1) .(u — 2) gleich dem doppelten Oeschleehte 2.p ist. 

§ 43. 

Bestinntnni;^ der Anzahlen für vielfaelie Secaiiieii der 

Scliiiiltcnrve zweier Flächen. 

Eine Fläche J^ hs'"" Gradea hat mit jeder Geraden g des Raumes 
m Sehnittpunlfte 

P,,l\,---P>., 
gemein. Je i dieser Punkte bilden mit ihrem Träger g ein Gehilde, 
welches die Definition des in § 42 behandelten Gebildes F für den 
Fall n'^^i erfüllt und zwar erzeugt jede Fläche F ein vierstufiges 
System solcher Gebilde, weil ea im Baume co* Gerade giebt; folg- 
lich lösen die Formeln des § 42, specialisirt für m — 1 , « = 2, 
w = 3, n = 4, und so eingerichtet, dass die Systeme ^ imd ^' beide 
vierstufig sind, alle Probleme, in denen gefragt wird; 
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T. nach der Zahl der Geraden, welche eine dreifache Bedingung 
erfüllen und ausserdem eine Fläche F m**" Grades und eine 
zweite Fläche F' m"-'" Grades so schneiden, dass ein Sehnitt- 
punkt auf i^ mit einem Schnittpunkte auf J'" identisch ist; 
IT. nach der Zahl der Geraden, welche eine zweifache Beding- 
ung erfüllen und zwei Flächen so schneiden, dass zwei 
Schnittpunkte auf der einen Fläche zugleich Schnittpunkte 
auf der anderen Flache sind; 
in. nach der Zahl der Geraden, welche eine einfache Beding- 
ung erfüllen und zwei Flächen so schneiden, dass drei 
Schnittpunkte beiden Flächen angehören; 
IV. nach der Zahl der Geraden, welche die eine von zwei 
Flächen in vier Punkten schneiden, die zugleich Punkte der 
anderen Fläche sind. 
Bezeichnet also a:,- die j-fache Bedingung, dass eine Gerade 
mit zwei gegebenen Flächen F und F' m*^" und m'*'"" Grades die- 
selben i Punkte gemein hat, so siiid nach der Charakteristiken- 
theorie des Strahls (§ 37) die unter I. genannten Probleme gelöst 
durch die numerische Bestimmung der vierfachen Bedii^ui^ ^i9s, 
die unter IL genannten Probleme reducirt auf die Bestimmung der 
beiden Zahlen x^g^ und x^g^, die unter III. genannten Probleme 
abhängig von der Zahl x^g und das unter IV. genannte Problem 
gelost durch die Ausrechnung des Symbols a^^. Diese fünf Zahlen 

x^g,, x^gl, x^gp, x^g, x^ 
sind aber in § 42 ausgedrückt durch gewisse vierfache Symbole, 
welche sich auf g resp. g' und die m Schnittpunkte von g mit F 

■' Puih, Ps>,---Pm 
rcsp. die iv) Schnittpunkte von g' mit F' 
P'u P's,p's,---P'm 
beziehen. Von diesen vierfachen Symbolen zählen wir hier nur 
diejenigen auf, welche sich auf F beziehen, weil aus ihnen die auf 
F' bezüglichen durch Stricheln hervorgehen; die auf F liezüg- 
lichen Symbole sind; 

^, äV*. p\%, 9'A%, P\iz, Pmi, 
und alle diejen^en, welche aus diesen sechs Symbolen durch Ver- 
änderung der Indices hervorgehen. Alle diese Symbole aber sind 
aus der Definition der Fläche leicht zu bestimmen resp. in § 33 
berechnet. Es ist nämlieh, wenn von i Schnittpunkten die Rede ist: 
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G^m.(m-V)...im^i+1), 

g,p,^^m.(m-2)...(m~i+l), [cf. Nr. 2 in § 33J, 
i)% = 2.m.(»»-3)...(m-^+l), [cf. Nr. 5 in § 33J, 
p,,^^m.(llm-2A)(m-i)...(m-i+i) [cf. Nr. 11 in § 33j, 
welche Werthe natürlich dieselben bleiben, wenn aiieh die Indices 
sich ändern. 

Wir erhalten daher nach Formel 5 in § 42 für w = 1 oder, 
was dasselbe ist, nach Formel 18 in § 39: 
I) x^g, ^G.G-' = m.m', 

was auch unmittelbar ersichtlich ist, da die beiden .F und F' eine 
RanmenrYe vom Grade m . m' gemein haben. 

Die Werthe von a^^e und a^gp-j, werden nnmittelbar durch die 
Formeln 10 und 11 des § 42 geliefert; nämlich: 
X0, = & . G' + ^,_pia .G-' + G- .p\^ 

= m.(m~l).m' (m! — 'i.) + m.m' (m' — l)-\-m.(m — 1) .m 
oder 

IIa) x^ge = m.m'(m.m' — 1i), 

was auch leicht aus der Zahl m.m' der in einer Ebene liegenden 
und den beiden Flächen gemeinsamen Punkte geschlossen werden 
kann; ferner ist: 

^ätfji =G .G' -=m.{m—l).m' (m' — 1) 
oder 

IIb) a^g^p = mm' .(m—i.) {m' — 1). 

Den Werth von x^g ergiebt ohne Weiteres die Formel 17 des 
§ 42, pag. 313; nämlich: 

^i- - G .p'\, +p\,, .G> + G. ip\^ +p\, +p',,) <?'. 

+ {p,,+p,,+p,,)g>.G' + 2.G.G' 
= m.(m-l)(m-2).2m' + 2.m.m' (m'^l)im' ~2) 

+ m(j»-l)(m-2).3.m'(m'-2) 

+ S.m{m-2).m'lm' ~l)(m' -2) 

+ 2.»»()tt-l)(m-2).W(m'-l)(m'-2) 
-m.m'(m-l)(»M-2)[2 + 3m'-6 + »j'*-3m' + 2] 

+ »i.jw'(m'-l)(m'-2).[2 + 3m-6 + m^-3m + 2] 
= m' .m(m-l)(m-2).[m'^-2'] 

+ m.m' (m' - 1) (m' - 2) [m^ - 2] 
= m.m' . [2»j^™'^ — 3m^m' — 3m«('^ + 6'w + 6Ht' — 8] 
oder 
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III) Xsff^m.m' .{mm'~2)(2mm'-3m-Sm' + 4) [Lit. 55]. 
Endlicli haben wir nooh x^ zu bestimmen. Dies geschieht mit 

Hufe der Formel 20 des % 42, ^ag. 314; danach ist: 

+ (s^Piü +9^Pii+ 9^Pu + ^«i'aa + 9^Pii + 9'P%d ■ ^ 

+ 6--i^,^ii+9''P'is+9'eP\i+9'^p'3&+9''p'ii+9'^p'3d + ^-<^-<^' 

^m.{m-r).{m-2)(_m-S).m'.(llm'-2i) 

+ m . (11 m - 24) . m' (m' - 1) (m' - 2) (m' - 3) 

+ 6.m(»»-2)(»»-3).m'(m'-2)(m'-3) 

+ 6.m{w--2)(m-3).W(m'-l)(m'-2)(m'~3} 

-i-6.mlm-l)(ni-2)(m-3).m'(m'-2){m'-3) 

+ 2.m(m^l){m^2)im-B).m'(m'-l){m' -2){m' -3) 

= m(m-l)(m-2)(m^3).m'(llW-24) 

+ m.(llm-24).m'(m'-l)(»»'-2)(wj'-3) 

+ 2.m(m-2)(m-^3).m'(m'^2)(m'~S).{_m.m' + 2m+2m'-2] 

==mm' [(m'- 6mH llffi-6) (lim' - 24) 
+ (llm-24)(m'ä~6m'^+llm'^6) 
+ 2 . (m^ - 5»n + 6) {m'^ — 5m' + 6) {mm' + 2m + 2m' - 2)], 
also: 

IV) x^ = mm' [2 . m^m'^ — 6m^m'^ (m + m') + 3mm' (m + m'Y 

+ 18mm'(m+m')--26mm'~66(m+m') + 144] (Lit. 55). 
Bei jedem der erhaltenen fünf Resultate für ic^^,, x^g^, x^g^, 
x^g, x^ ist jede Gferade g so oft zu rechnen, als die den beiden 
Flächen angehÖrigen Schnittpunkte Permutationen zulassen. Will 
man also jede Geracle nur einfach rechnen, so hat man den Aus- 
druck für jedes xi enthaltende Symbol durch i! zu diTidiren. 0a 
eine Gerade, welche von zwei Flächen F und F' dieselben i Schnitt- 
punkte enthält, i-fache Secante der Schnittcurve beider Flächen ist, 
so können wir die erhaltenen fünf Resultate in Worten auch so 
aussprechen: 

I. Die co^ einfachen Secanten der Schnittcurve zweier Flächen 

m"" und «s'*^" Gfrades bilden einen Complex vom Grade m.m'. 

II. Die co^ zweifachen Secanten der Schnittcurve zweier Flächen 

j^ten ujjjj ^'ten ßradcs bilden eine Congruenz, deren Feldgrad 

^mm'(mm' — 1) 
beträgt, und deren Bündelgrad gleich 

i^mm' {m — 1) (m' — 1) 
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III. Die 00^ dreifachen Semnten der Scknittcurve zweier Fläch&i 
m'™ vmd m'"^ Grades bilden eine Linienfläche vom Grade 

^mm'(mm'-2){2m'm' — Bm-3m' + i) [Lit. 55]. 

IV. Die Scimittcurve sixmer Flächen m'^" und m"^ Grades enthält 

^-^mm' [2m^m'^ — Gm^m'^ (tn + m') + Bmm' (m + m^ 

+ 18mm' {m + m') — 26mm' - 66 (w + m') + 144] 
viermal seimeidende Semnten (Lit, 55). 



§ 44. 
Charakteristikentheorie des Gebildes, weiches aus einem 
Strahlbüschel und n darin beündliclien Strahlen besteht. 
Anwendung auf die zweien Complexen gemein- 
same CODgi-neuz. 

Das Gebilde i"" bestehe aus emem Strablbüschel mit dem 
Scheitel p^ der Ebene e und aus n in diesem Strahlbftsehel befind- 
lichen Strahlen 

9i, 93> 9%,---9n- 
Dieses Gfebilde F sei Element eines Systemea S. Für ein zweites 
von demselben Gebilde erzeugtes System 21' heisse der Scheitel jl, 
die Ebene ^, die n Strahlen 

Die beiden Systeme 2 und £' haben dann eine endliche Anzahl 
von Gebilden F gemein, wenn ihre Stufensnmme gleich der Con- 
stantenzahl 5 + tt von F ist. Verfahren wir nun analog wie in 
den §§ 39, 40, 41 und 42, so erhalten wir mit Benutzung der 
Gleichung 1 des § 40 für die (54-w)-fache Bedingung x, dass ein 
Gebilde F den beiden Systeiaen gemeinsam ist, die folgende Stamm- 
formel : 

1) a; = (e" + e^^ + ee'^ + e"') (p^ — ep + e^ +pp' — ep' +p'^) 
(ßi+ff'i-p--e)(i;^+9'g-p-e)...{ffn+9'n-p~e). 
Die Ausführung der Multiplication behufs der Darstellung der <dl- 
getneinen CharaMerisUhenformel könnte sehr umständlich erscheinen. 
Wir wenden daher wieder das in § 37 erörterte Eliminationsver- 
fahren an und entnehmen der Gleichung 1 nur, dass es bei dem 
Gebilde F möglii^ ist, jede einfache Bedingung durch 

21* 
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e, p, ^1, g^, ■■.§„/ 
jede zweifache Bedingung durcli 

e'» ep, f> ^9u eg^,---eg«, p&i, pgs,...pgn, 8^9%, Siffz,-'-9n~i0n 
und 80 fort auszudrücken. Dann muss es rm,mlicli auch möglich 
sein, jede einfache Bedingung dnrch irgend welche » + 2, jede zwei- 
fache Bedingung durch irgend welche «g + 2 . Mj + 3 von einander un- 
abhäng^e Bedingungen auszudräeken. Ueberhaupt sind, wenn das 
eine der beiden Systeme t-stufig, also das andere (5 -t-n — i)- stufig 
ist, mis jedem der beiden SysUme 

«; + 2 . »,-1 + 3 . Mf_a + 3 . «,--3 + 2 . ni-4, + m>-5 
Bedmgtmgen erforderlich, vm die Zahl x der den beiden Systemm ge- 
meinsamen Gänlde ausmdrücJcen. Auf kürzeste Weise ist dies mög- 
lieh, wenn wir, analog wie in § 44, gewisse OoiwcwJews-Bedingungen 
zu Charakteristiken wählen. Es siad dies die schon in % 35 de- 
Jinirten und dort in den Formeln 13 bis 28 ausgedrückten Boding- 



gi23...i, gem. .i, 9pm...i, g,i^3...i, Gi23..,m 
und die Produete dieser Bedingungen mit 

P> öj pS P^t ^% i'^ P^i ^^ P^^i P'^^j P^'^- 

Beispielsweise drücken wir fünffache Bedingungen aus durch 

^i2M5j 5pia34, gmu, 9si2s, efffi23, pgim, 

G-12} e%iii, i>Vsiä, ^gn, p^gpi, P^e^ 

und diejenigen neuen Symbole, welche aus den genannten durch 

Verändemng der Indices heivoigehen 

Die Methode zur Au&ndung dei GeitaÜ der Charaktevistiken- 
formehi ist wieder ganz dieselbe wie m % 42. Man lässt zunächst 
die Coefficienten der «-fitch^n Symbole unbestimmt und bestimmt 
sie dann durch symbolische Multiplication mit (5 -|-w—-'i)- fachen 
Bedingungen, Um dann die Werthe der erhaltenen (5 + w)-fachen 
Symbole genau erkennen zu können, wendet man die Formeln 13 
bis 28 des § 35 au. Schliesslich ergehen sieh eben so viele Gleich- 
ui^en, wie Coefficienten zu bestimmen sind, nämlich 

n,--|- 2 . %-i -i- 3 . H;_ä -1- 3 . n,-_3 -(- 2 .«i-i-l- Wj_5. 
Sollte es leichter erscheinen, statt mit Coincidenzbedingungen mit 
anderen Bedingungen zu multipliciren, so kann dies auch geschehen. 
Man hat dann nur nachträglich die eingeführten Nichtcoincidenz- 
bedingungen Termöge der Formeln des § 35 schliesslich durch Co- 
incidenzbedingungen auszudrücken, z, B. 
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-2. ((?„,,+ . ..) + 20i-e(G,, + ...). 

Dm-cli diese Mittel ist der Verfasser auf mehreren Wegen zu einer 
und derselben allgemeinen Charakteristikenformel für das Gebilde 
r gelangt. Da die Gestalt dieser Formel deutlicher erkennbar ist, 
wenn für die Stufe des einen Systems eine 'bestimmte Zahl ange- 
nommen wird, so setzen wir das eine System S' als siebenstuflg, 
also das andere System S als (5 + « — 7)-stufig, d. h. (« — 2)'atufig 
voraus. Dann ist die Zahl x der solchen Systemen gemeinsamen 
Gebilde aasgedrückt durch die folgende Formel, bei welcher jeder 
Idammer die Zahl der in derselben stehenden Producte wie ein 
Index angefügt ist. 

2) x^ [p' V Vis . ff34 , . . « +P'^e'^9'in ■9u..-n + -- ■]», 

+ [e'Vsia3-?e45...«,+ .--k 
+ [G'i2a4.S'.5...« + -.-k 
+ O'Vsiaii* ■ ei'j.s . . . n + ■ ■ -k 
+ [e* Vpia34 ■i'i'f 5 .,.« + ■■ -]-^ 
+ ly s'eiäMB ■ e^ffpST .,.« + ■■.]% 
+ [e'yyis345 .p%e . , , n + - - O^s 

+ fe'jl2345 -6^6... «+■■■]% 

+ Wpt^i^-P^9p-! ...« + ■■ -l™, 

+ [^um^,y^9i...« + --U 

+ [O'VVia +l>'VVi3 + -..\.egp,.... + ...'],.^ 

+ [(p'VVi. + --)6-i'^=5.... + .-■].... 

+ i(f9',m + ■ . Oio . eVi^c! .■■« + ■ ■ -lio - n> 

+ [(yVVi2 + ---Xc.-eV.-."+...]io,«. 

+ [(yV^ias + . ■ .)io -P^S^e ...»+.- Oio . % 

+ [(p'VVis + ■■ Oio ■i'V»« ...» + ■■ -l'o , «, 

-2.[{yVVis + --)iO-f?«...n + ...]io.-. 

- 2 . [(e'^3',ws + . . Oao ■ ^ffei ...n + -- -ha . «. 

+ [<J^W^ 1234 +■ ■ OlS ■i''3yT , . « + . . .]l5 . «. 
-2.[(yVpl2S + ---)siO-PVi>7...~ + '--]30.... 

+ [O'i'^iäais + ■ ■ Oai -ß^eVä ..,» + ■■ .]2i . % 
+ [(e'3'piB345 + ..-k-P'eVa.... + ...]2i.«, 

+ [Ö''V«lSM + ...)35yeV8...»+.--]95.«, 
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+ [(eVi>im + ...V-/eV8.... + ...k.«, 

+ 20 . [lyVVia +i''VV'i» + .. -V -i-^eVs . . , ™ + ■ ■ .]3. . «,. 

Will man aus dieser Formel ersehen, welche Gfestalt die Cha- 
rakteristiken formein für Heinere n und für Systeme von niederer 
Stufe haben, so musa man hei der Uebersetzung der Symbole die 
Incidenzformeln anwenden. Soll z. B. statt eg^E... ein Symbol 
zweiter Dimension eintreten, so hat mau e^ zu nehmen, weil 
eg^ = e^g — e* ist u. s. w. Beispielsweise specialisiren wir die For- 
mel 2 für den Fall, dass « = ö, S' fünfstnfig, also 2J dreistufig ist; 
dann kommt: 

3) ^ = |J''V^S'm] 

+ [p'^g'eu ■ egps -^yVeis ■ egp2 +p'^ff'.23 ■ effjn] 

+ y9'vm-P^] + [ß'sU3.pe] 
+ [yV^ . (e^j,i -I- egf,2 + eg^s)] 
+ y^e'^ . (jig,i + pg,s +pg.i)] 

+ [(yvpi +y V).. +y Vi's) . p^i 



Mit Hilfe der Charakteristilienformeln unseres Gebildes F be- 
stimmen sich natm^emäss die Jmimgeometrischen Analoga der in 
§ 43 herechnetm AnBohlen, ä. h. die Amahlm, welche sieh auf die 
Strahlhüschel besiehen, m denen m>ei gegebene Cotnplexe dieselben Sirah- 
len "besitsen. Diese Anzahlen hängen vermöge der Charakteristiken- 
formeln des Strahlbtisehela schliesslich von den folgenden, auf den 
Strahlbüschel bezüglichen Anzahlen ab: 

x^e^p, x^ep^, x^e^ x^ep, a^p^ x^^, x^ep, x^p^, x^e, x^p, x^, 

wo immer Xi die fünffache Bedingung bedeutet, dass ein Strahl- 
hüschel i Strahlen enthält, deren jeder sowohl einem Complexe 
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vom Grade «i, wie auch einem Oomplese C vom Grade m' ange- 
hört, und wo p den Scheitel, e die Ebene des Strahlbüschels he- 
zeichnet. Wegen des Princips der Dualität ist: 

Wir haben also bloss die folgenden sieben Symbole zu bestimmen; 
I) a^e^p, IIa) x^^, IIb) x^pe, Illa) x^e^, 
nib) x^pe, IV) x^e, V) x,. 

Wir finden die Werthe dieser Symbole als Fraictionen von m 
und ffi', wenn wir die obigen Charakteristikcnformeln mit den auf 
p und c bezüglichen Grundbedingimgen multipliciren. Dadurch er- 
halten wir jede der gesuchten Zahlen als Function von Producten 
mit je zwei Faktoren, so dass immer der eine Faktor eine auf den 
Complßx G, der andere eine auf den Complox C bezügUche fünf- 
fache Bedingung ist. Die Werthe dieser fünffachen Bedingungen 
sind zum Theil null, weil es in einem Complexe keinen Strahl 
gieht, der mit einem beliebig gegebenen identisch ist. Die Wei^the 
der übrigen fünffachen Bedingungen sind in § 36 berechnet. Um 
nach der symbolischen Multiplication symmetrische Formeln zu er- 
zielen, hat man die Formeln des § 35 anzuwenden. Mit Rücksicht 
darauf deflniren wir noch das mit gewissen i Indices versehene 
Symbol £ als die (i— l)-fache Bedingui^, dass diejenigen i Strahlen 
(/ zusammenfallen, welche dieselben Indices habem Bei der Ver- 
einfachung der Formeln benutzen wir erstens, dass zwei sich dual 
entsprechende Symbole gleichen Werth haben, und zweitens, dass 
auch Symbole, die sich nur durch die Werthe der Indices unter- 
scheiden, gleich sind. 

I. Um e^px^ zu bestimmen, setzen wir in der allgemeinen 
Charakteristikenformel n=l, die Stufe von £ gleich 1, die von 
S' gleich 5 und multipliciren dann mit e^p; dann kommt: 
e^px^ =- e^pffi . ^^ e'^ -|- e^p^ . e'V* 

= ^p" .p'^^^ + ^</e .p'^d^ -Y e^p^ . e* Ve 
= m . «i' + . jw' + m . 
= wi . m'. 

IIa. Um e*a^ zu bestimmen, setzen wir n = 2, die Stufe von S 
gleich 2, die von £' gleich 5 und multipliciren mit e*; dann kommt: 

<?x^ — e'sfis y^e'^ + e*3is - e'Väs + eV ■ e'^i/'ia 
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= m . m' {m' — 1) + '" . (w — 1) . «j-' + in (m — 1) . Jw' (m' — 1) 
= m.m'\mm'-l-\. 

Hb. Ferner erhalten \vir durch Multiplication mit pe: 

+psSei ■ e'V*a +P^ffs2 ■ ^^g'ei+p"^ ■ ^'ja 

+i»eVi .y Vpa +P^92 -yVpi +/e^i ■ e'^i/'.a 
+ feff^.^'g',t+p'e^-G-\^ 
= f?ia .yV* +^6" (p'Vpä +P^^^pi) + e^S»!« • i>"5'j'2 + e''gs,.p'^g\n 
+ {fgi3> +i'Va^) .yV^+pV (e'V.a + e'V.O 
+ (eVx= + e^^a.) .y V^ +i)Vip ■ e'V^.+i'Vsp • «"Vi. 

^2.m(m-l).wi'(m'-l). 

nia. Um e^a^g zu bestimmen^ setzen wir n = 3, die Stufe von 
II gleich 3, die von £' gleich 5 und multipliciren mit <?. Dabei lassen 
wir der Kürae wegen von vornherein diejenigen Froducte aus, deren 
einer Faktor bei der Anwendung auf die beiden Complexe null wird. 

x^e^ = e%3 . p'V^ + 3 . e^pgi.-^^g'p^B+f^ . ^s'pm 
+ 3 . e^pgie .pl^d^ -\-p^^ .y V^ 
= c&iaa .y V^ + e^Em .y V^ + 3 . e^y . e'Vaa +/ ^^ ■ ^9\ las 

+ 3 . e'y .y v^ +ye^ .y«'^ 

= e6'j,i,3.yV'ä+yeleV^iä3+4.eV-yV''+(3.e»5iSfa-3i)eä^0-/V^ 

+ 3.ey.^V.3 

= e(jpia8-yV^+ye^.e'y^i23+4.eäy.e'V*+3e%.y^e'H3.eV'.e'Vü3 

-=m.(3m-2).m'(m'— !)(»»'— 2) + TO.Cm— l)(«i— 2).m'(3m'— 2) 

+ 4.m(m-l)(m-2).m'(m'-l)(m'-2) 

+ 3.m(m-2).m'(m'-l)(m'— 2)+3.m(m— l)(m— 2).m'(M»'— 2) 

= m.(6m-8).m'(m'-l)(m'-2)+m(™-l)(m-2).m'(6m'-8) 

+ 4m (m — 1) (m — 2) . m' (»»' — 1) (m' — 2) 
= 2mm'(m^-2).(W-l)(»*'-2) + 2mm'(m-l)(«-2).(m'^-2) 
= 2fffW. [(m*m'^ — 3»j^nj' + 2m^ - 2w'ä+ 6m' - 4) 

+ (m^m'^ — 3mm'ä + 2«*'*^ - 2m*4- 6m — 4)] 
= 2mm' [2m*m'^ — 3mm' {m-^tii) + 6 (m + m') — 8] 
= 2mm'[mm'-2][2mjB'-3(m + m') + 4] (c£ § 43, Nr. ni). 
mb. um pea^ zu bestimmen, können wir Formel 3 mit pe, 
multipliciren j dann kommt bei Weglassung der Symbole, die null 
sind, und bei Zusammenfassung solcher Symbole, die sich dual ent- 
sprechen oder sieh nur durch die Indices unterscheiden: 
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+ 4 ,^'siss ■p^<?' + 6 .y^^^ ■i'eVpi — 2 .y^e'^ .y e^ 
-^y V^ -IJe^iaä + 6 .y Vis -y e^ + 4 . S''iia3 ■/ e^ 

+4.yv^i)V 

= m'(«i'-l)(w'-2).2w(w^-2) + 6m'(m'-2).)w(m-l)(«s-2) 

4-4m'.m(m— l)(m--- 2)+4m'(m'— l)(«j'— 2)m(w— 1)(»J— 2) 

= 2m)»' [(»»^m"' — 3m*m' + 2m* — 2«/* + 6)w' ~ 4) 

+ (3»»^»«' - 9mm' + 6»«' — 6m^ + 18m - 12) + (2m*-6m+4) 

+ (2mW»-6m«m'-6mm'*-Hm«+4m'ä+lS»»»'-12jM-12m'+8}] 

= 2mm'(3m*j»'^-6m%'-6Mim'»+2m*+2m'ä4-9mM/-4) CCit.56]. 

Da liier unser Verfahren rücksichtHck der beiden Coraplexe 

unsymmetriseli war, so liefert der Umstand, daas diese Formel in 

m und jh' aymmetrisch ist, eine Bestätigung. 

rV. Um Xf^e zu bestimmen, verfahren wir wieder unsymmetriach, 
indem wir Formel 2 mit e moltipliciren und dann ohne Weiteres 
die aus § 36 bekannten Werthe der fünffaclien Bedingungen snb- 
atituiren; dadurch kommt: 

a^^e— y V* . e^j334 + 6 .y Vis ■ «^9p^ + 6 ■ e'Vj>iä -peg^ai 
+ ^py^ti .ye^ + 6 .p'h'^.^ffpis + 6 .y V^ .peg^is 
+ 4 .y V^ ./e^,! + 4 . ^(/p,23 .y e^.i + 6 .y V^ia ^^ 
= m'(m'~l)(m'-2)(W-3).2m(6m*-Hm-6) 
+ 6»*' (m' ~ 2) (m' - 3) . m (m - 2) («i - 3) 
+ 6m' (m' - 2) (»' — 3) . w^ (jw — 2) (m - 3) 
+ 4m'(3m'-2)(m'-3).m(m-l)(m-2)(»»-3) 
+ 2m' (lim' — 18) . m (JM — 1) (m — 2) (m - 3) 
+ 6m'{m'-l)(m'-2)(OT'-3).m(m-2)(m-3) 
+ 6m' Im' — 1) (m' — 2) (m' - 3) . m^ (m - 2) (m ~ 3) 
+ 4)M'(m'-l)(m'-2)(m'-3).m(m-l)(m-2)(m-3) 
+ 6m' (m' — 2) (m' - 3) . m (m — 1) (m - 2) (m — 3) 
= 2m' (m' - 1) (m' - 2) (m' - 3) m . [9m^ - 26m + 12] 
+ 2m'(9m'*-26m'+12).m(m-l)(m-2)(m~3} 
+ 2m'(m'-2)(m'-3).m(m--2)(m-3).[34-3mm' 
+ 2mm' - 2m - 2m' + 2] 
= 2m(m-2)(m-3).m'(m'-2)(m'-3).(5mm'^2m-2m'+5) 
+ 2m(m-l)(m-2)(m-3).m'(9m'ä-26m' + 12) 
+ 2m(9mä-26m+12).m'(m'-l)(m'-2)(m'— 3) [Lit.56]. 
V. Für x^ erhalten wir aus der Formel 2 nach Weglassung 
derjenigen Symbole, die null sind, und nach Zusammenfassui^ der 
gleichwerthigen Symbole: 
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^5 -Ä2345 ■JP'^e'^ + 10 . egpi23 .p'^g'e-ih + 10 .pg.in ■ d^g'p^ 
+ 10 . eVj.ia -p'g'e^ + 10 .j>Vsi3 ■ eVj,ais +f^.^itw, 
+ 10 . e^^m . ?/V^ + 10 ._p^.iä3 .y V^ + 10 , e%,B .y V^ 
+ 10 .i»V«ia .y V» + 10 .y e' .j>y.iä3 + 10 ./e^ . e'ff'pm 
+ 10 .i>V .p'^g'en + 10 .y e^ «"Vpia + 20 .it^eä^ .^/V» 

= 20.)M(7m3-30m + 24).w'(Mi'— l)(»w' — 2)()»' — 3)(mj'-4) 
+ 20m(m~l)(m-2)(»8-3)(m-4).m'(7»'*-30tti' + 24) 
+ 20m(3m-^2)(m-3)(M»-4).m'(m'-2)(w'-3)(m'-4) 
+ 20w(m-2)(m^3)(m-4).m'{3m'-2)K-3)(m'-4) 
+ 20m(3i»^2)(m-3)(m-4).w'(m'-l)(m'-2)(m'-3)(m'-4) 
+ 20m(m-l)(m-2)(m-3){m-4).m'(3jM'-2)(m'-3)K-4) 
+ 20m(m-^2)(m-3)(m-4).mV-l)(»»'~2){m'-3)(»»'^4) 
+ 20m(m-l)(m-2){m-3)()w-4).m'(W--2)(«»'-3XW-4) 
+ 10m {m - 1) (m - 2) (m - 3) (m - 4) . m' (m' - 1) (W - 2) 
(m'-3)(m'-4) 

= 10m (m - 2) (m - 3) (»w - 4) . [2m' (3m'- 2) (m'- 3) (m'-^- 4) 
+ (m - 1) (m' - 2) (m'« ^ 15m' + 12)] 
+ 10 . [2m (3ms - 2) (m - 3) (m - 4) 
+ (m' - 1) (m - 2) (m' - 15m + 12)] . m' (m- - 2) (m' - 3) 
{««' — 4) [Lit. 56]. 

Das Resultat für jedes X{ enthaltende Symbol ist durch i! zu 
dividiren, wemi jeder Strahlbüschel , der von den beiden Complexen 
m'*° und m""" Grades dieselben i Strahlen enthält, nicht i! mal, 
sondern niw einmal gerechnet werden soll. Demgemäas sprechen 
wir die obigen Resultate aus wie folgt: 

I. und IIa, Die Congnienz, welche zwei Complexen m'™ und 
m"™ Grades gemeinsam ist, enthält in jeder Ebene jn.m' Strahlen, 
ferner in jeder Ebene ^mm' (mm' — 1) Schnittpunkte von zwei 
Strahlen, 

IIb. Dieselhe Congruenz enthält in jeder Geraden 
m (m — 1) m' (in' — 1) 

Schnittpunkte von zwei Strahlen, deren Sehnittebene durch eben 
dieselbe Gerade geht. Mit Hilfe dieses Resultats kann man leicht 
die Ordnimg der Brennfläche der Cor^ruenz berechnen. Von einem 
Punkte Ä einer Geraden s gehen inm' Strahlen aus, die der Con- 
gruenz angehören. In der Verbindungsebene jedes dieser mm' Strahlen 
mit s liegen mm'^l sonstige Congruenz strahlen, deren jeder s in 
einem Punkte B schneidet. So entsprechen auf s einem Punkte A 
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mm' (nim' — 1) 
Pimlste B, \md ebensoviel Pnnkte A entapreelien einem Pnnkto B. 
Es ffiebt also auf s 

2. «.».'(«,.»' -1) 

Punkte, deren jeder sowohl A als B ist. Zu diesen Punkten ge- 
hören erstens zweimal jeder Ton den eben abgezählten mm'(«i—l){m'~l) 
Schnittpunkten von Strahlen, deren Schnittebeae durch s geht, 
zweitens auch diejenigen Punkte von s, in denen sich imendlich 
nahe Strahlen der Congruenz schneiden, d. h. die der Brennfiäcke 
angehorigen Punkte. Also ist die Ordnung der Brennfläche der zwei 
Komplexen m'*" und m"'"' Grades gemeinsamen Congruenz gleich 
2mm' (mm' — 1) — 2mm' {mm' —m — m' + 1) = 2mm' {m + m' — 2) 
(cf Voss in den Math Ann Bd 9, p^ 88). 
lila und nib Ihe Congruem, uelüie swei Complexen m*^ und 
m'"^ Giudes yitiietnsaui ist, enthalt co^ mal drei Strahlen, wclclie tn 
gemevftsamer Yerhindungsebene liegen, und siigleich a«ew gemeinsamen 
Sdmittpunkt hah&i Die von solchen Sfhnitipitnkten gehildefe Flache 
o(l&> de» von soliden Vethndungstienen gebiläde Ehmmorf Aotm den 
ütad 

l m m' {m m' - 2) (2 m m' -im-'^m' + i^ ll.it 56] , 

femer bilden diejenigen von diesen SchniMpmkten, deren zugehörige 
Ebenen durch einen geg^mten PunU gehen, eine Oarve vom Grade: 
^mm'{3m^m"'—Qm^m' — Qmm'^ + 2m^ + 2m'^ + 9mm'-A) [Lit. 56]. 

IV. Es giebt co^ m^al vier Strahlen, welche swd gegebenen Com- 
plexen m'™ und m"™ Grades mgleich angehören wnd dabei s<m<M 
durch einen tmä denselben Punkt gehen, wie auch in eiwer m«^ der- 
selben Ebene lieget. Bie dadurch bestimmten Purste bilden, eine Curve, 
die dadurch bestimmten Ebenen eine Torse, beide vom Grade: 

^m (m - 2) (m - 3) m' (m' - 2) (m' — 3) {6mm' — 2m — 2m' + 5) 
+ ^jM(m-l)(m-2)(m-3).m'(9m'3-^26m' + 12) 
+ ^\imldm^-26m+l2).m(m--l)(m-2)(m^5) [Lit. 56]. 

V. Unter den sämmtlichm StraMen, welche zwei Complexen m'™ 
und m"^ Grades zugleich angehören, befinden sich 

V7m(m-2)(m-3)(m^4)[2m'(3m'-2)()K'-3)(m'- 4) 
+ (m - 1} (m' - 2) (m'^ - 15m' + 12)] 
+ A[2«»(3m-2)(m-3)(m-4) 
+ (»('- 1) (jn - 2) ()««- 15m+ 12)] m' {m'-2) {m'- 3) {m'- 4) 
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Gruppen von je fünf SbraMen, so dass itmner die ehier solchen Gruppe 
a/ngehori^en Strahlen sich m einem und detnsdben Funkte schneiden 
tmd dabei in einer und derselben Ebene liegen oder, was dasselbe ist, 
jene ^Function von m wnd in' ist die Zahl der Ebenen, welche aus den 
beiden Convplexen swei Complexcurvm ausschneiden, von deren gemein- 
samen Tangenten fwnf mim gem^nsa^nen Schnit^mnM besitzen (Lit. 56). 
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Erster Abschnitt. 

Dieser Abschnitt entwickelt in iaaaliclier Form die Grnudregeln für das 
Mechnen nw( geometrischen Bedingungen und eine zwecknräasige, in den folgen- 
den Abschnitten beständig benutzte BezeichnungBweise der am häufigsten vor- 
kommenden La^ebedingnngen. Die ersten Spuren eines Rechnens mit Beding- 
ungen finden sich in den Abhandlungen von Halphen über die Charakteristiken 
der Kegelschnitte und Flächen aweiten (Jrades {Comptea rendus, tome 76, 
pag. 1074, und Bull, de la Soc. math, tome I, Heft 6) und in meinen Mit- 
theiluugen über die Anzahlen bei Plancurven dritter Ordnung (Gott. Hachr, 
1874, pag. 267 und 1875, pag, 369). In systematischer, aber vielleicht zu ab- 
atracter Form entwickelte ich die Grundlagen des Bedingungskalküts zuerst in 
dem eisten Abschnitt meiner „Beiträge zur abzählenden Geometrie" {Math. 
Ann. Bd. 10, pag. 8). 

Iiit. 1, pag. 2. In Gmnert-Hoppe'B Archiv {Bd. 63, pag, 97 bis 99) leitete 
ich ausser diesem Werthe für die ConstantemaM eines Polyeders nocli einen 
zweiton Werth ab, Mmlieh 

= 4,^-3.6-3./+ 12, 
und erhielt durch Qleichsetzung der beiden Wevthe einen neuen Beweis des 
Euler'schen Satzes e + f= fc + 2, Mit Benutzung des letzteren fand schon Hoppe 
in Grunert's Archiv Bd, 66, pag. 217, dass die Constantenaahl eines Polyeders 
gleich seiner Kariimzald ist. 

Lit. 3, pag. 3. Die Constantenzahl des sl^ahlaUgemevnen Oomplexes be- 
stimmte zuerst Lflroth in Crelle's Journal Bd, 67, dann auch Voss in den 
Math. Ann. Bd. 9, pag. 59. 

Lit. 3, pag. 3, Das (symbolische) R-oduct von Bedingwngszeichen schrieb 
zuerst Halphen in den Comptes rendus, tome 76, pag, 1074, Um damit sym- 
bolisch zu rechnen, definirte ich das Product von Bedingungen zuerst im Mai- 
heft der Gott. Nackr. von 1874 {pag. 372), Ausführlicher zeigte ich die Ana- 
logie der Paktoren eines Productes mit den zusammensetzenden Bedingungen 
einer zusammengesetzten Bedingung in meinen späteren Abhandlungen, nament- 
lich in den Gott. Nachr. von 1875, p^. 363, Math. Ann. Bd. 10, pag. 10 und 
Bd. 10, pi^. 322. Dort hatte ich jedoch noch nicht die Swmme zweier Be- 
dingungen als eine neue Bedingung aufgefasst, waa hier geschehen ist. Die 
Anwendung der Multiplication und der Addition bei Bedingungen ist analog 
der Anwendung ebenderselben Operationen im Logikkalkül (cf. E. Schi'öder's 
Operationskrois des Logikkalküls, Teubner 1877, pag. 5 bis 7). Dort bezeichnet 
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a mal b alles, was sowohl a ah b ist, liiör die Bedingung, welche aussptiolit, 
dasB sowohl die Bedingung a, wie aiich die Bedingung h erfüllt werden soll. 
Dort bezeichnet a plits 6 alles, was entweder a oder b ist, hier die Bedingimg, 
welche auBspricht, dass entweder die Bedingung « oda- die Bedingung b er- 
iBllt werden soll. 

lit. Sa, pag. 6. In den Comptes rendus bcnutat Cliaales in jedem 
Jaiire seit 1871 das TOn ihm in flen Comptes rendus von 1864 Kuerst ausge- 
sprochene Correspondenzprincip (hier pag. 43), um -viele Hunderte von Anzahlen 
für die Ordnung oder den Eang von Plancuryen zu bestimmen, welche mit 
gegebenen Plancurven irgendwie dnrch Bedingungen verwebt sind. Diese An- 
zahlen sind meist Functionen der Ordnungs- und Eangzahlen der gegebenen 
Curven. Die Bedingungen, welche den Zusammenhang der gegebenen Gurren 
mit den gesuchten aussprechen, sind seit 1874 vorzugsweise metrische. Sie be- 
ziehe«, sich z, ß. auf ähnliche Dreiecke (C. R. Bd. 78 und 79), auf die Gleich- 
heit, das constante Terhältniss, das constante Product und die conatajite 
Summe gewisser Strecken, die auf Tangenten oder Normalen gegebener Curven 
ausgeschnitten werden (C. E. Bd. 81, 82, 83), endlichaueh auf den eonstanten 
Umfang (C. R. Bd. 85) von Dreiecken, deren Ecken auf gegebenen Curven 
liegen und deren Seiten gegebene Curven berühren. Die Bestimmung aller 
solcher Anzahlen würde durch Anwendung des in diesem Buche entwickelten 
Kalküls wesentlich erleichtert werden. 

Iiit. 4, pag. 12. Das Prvndp von d&r Erhaltung der Anzahl verworthete 
ich zuerst in den Gott. Nachr. von 1874 (p^. 374), um daraus Anzahlbe- 
ziehungen für die Plancurven dritten Grades aufzufinden. Dort nannte ich es 
„iWncij) der speeiellen Lage", weil ich damals nur die hier mit II bezeichnete 
Form anwandte. Den Namen „Princip von der Erhaltung der Anzahl" gebrauchte 
ich zuerst in der ersten Abhandlung meiner „Beiträge zur abzählenden Geo- 
metrie" (Math. Ann. Bd. 10, pag. 23), wo auch zuerst mit Hilfe des Princips 
die wichtigen Formeln erkannt sind, welche hier nnter dem Namen „Inddenz- 
formeln" im zweiten Abschnitt abgeleitet «nd in den folgenden Abschnitten 
fortwährend benutzt sind. Andere Anwendungen dieses irachtbaren Princips 
enthält der § 12 meiner Abhandlung über „Moduln bei Flächen zweiten Grades" 
(Math. Ann. Bd. 10, pag. 351 bis 355). Für specielle Ableitungen ist das 
Princip oft auch von Anderen verwerthet, z, B. in der Form I von Lothar 
Marcks, welcher in den Math. Ann. Bd. 5, pag. 37 bis 30 die Ordnung der 
Krfliomungsmittelpunktsfläche einer Fläehe Jiten Gra^les (ef. Sturm, Math. Ann. 
Bd. 7, pag. 567) findet, indem er abzählt, wieviel Punkte eine unendlich ferne 
Gerade mit ihr gemein hat. Die Form III des Princips benutzte Jonquiferes 
zur Bestimmung von Araahlen, z. B. zur Berechnung der Constantenzahlen der 
punktailgemeinen Plancurve und der punktallgemeinen Fläche (Brioschi Ann. 
VIK 312 bis 328). Neuerdings gab Hurwitz (Math. Ann. Bd. 15, pag. 8) eine 
interessante Anwendung der Form IV des PiTncips, um die Steiner'schen und 
Ponce Jet' sehen Sätze über Schliessungsprobleme und einige ähnliche Resultate 
auf die einfachste Weise abzuleiten. 

Lit. 5, pag. 16. Diese Zahlen für die in einem ebenen Schnitt einer 
Fläche liegenden Normalen und fär die von einem Punkte auf eine Fläche 
geflllten Normalen gab zuerst Sturm in den Math. Ann, Bd. 7, pag. 667 u. f. 
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Llt. 5a, pag. 18. Die Betheiligung der transcendenUn Curven und 
Flächen au algebraischen Systemen studirte Fouret namentlicii im Bull, de la, 
Soc. math,, tome 1 und 2, in den Comptea rendua, Bd. 78, 79, 82. In diesen 
Abhandlungen entwickelt Fouret zugleich den interessanten Zusammenhang 
der Systeme Ton Curyen und Flächen mit algehi-aischen DifferenHälgleichtmgm. 

Lit. 6, pag. 17. P. Klein beweist seine auf die Unterscheidung der 
reellen und der imaginären Singularitäten hezügliche Form.el durch Continui- 
tätsbetrachtungen in den Krl, Ber. von 1875 und d. Math, Ann. Bd. 10, pag. 199. 

Lit. 7, pag. 18. Den Vorschlag, mit Ordwwng den Grad eines Punktortee, 
mit Rang den Grrad eines Straiilenortes, mit Klasse den Grad eines Ebenenortes 
zu bezeichnen, machte ich in den Math. Amt. Bd. 10, pag. 21. Ifacb dieser 
Terminologie richtet sich auch die Wahl der Namen fflr die hier in § 21, 
pag. 101 defioirten Begriffe der OrdnimgsiMTven , Ordwu/ngsgeraäen, OrdmmgB- 
fiächen, Ordwimgsehenm; Sangcurven, RangMsdiel (Bangpunkte^ Bcmgehmen), 
Bangftätäwn, Sangewm; lüasserwwvm, Klassenacoen, Klamenflädien, Klassen- 
punMe. 

Lit. 8, pag. 19, Der Gedanke, hinsichtlich eines gegebenen Gebildes 
und eines gegebenen Systems jeder Bedingung eine daditrch bestimmte Anzahl 
zmtiordMti ■and diese Anzahl ebenso zu beeeidmen wie die Bedingung, findet 
sich zuerst in meiner ersten Mittheilung aber die cubischen Plancurven in den 
Gott. Nachr. vom Mai 1874. Dieser Gedanke in Verbindung mit dem Gedanken, 
eine Gleichung zwischen Bedingungen mit einer neuen Bedingung symboliseh 
m nrntt^lidren (cf. Her pag. 3 und Lit. 3), waren für die Ausbildung der 
Terminologie und des Kalküls der abzählenden Geometrie von fundamentaler 
Bedeutung. 

Lit. 9, pag. 22. Die Theorie der algebruisehen Systeme von Puv>Men, 
d. h, der Curven und Flächen, sind besonders ausführlich behandelt in den bei 
Teubner ersoheinenden inhaltreichen Werken von Salmon- Fiedler und Clebsch- 
Lindemann. An. diese beiden Werke schliesst sich auch das vorliegende Buch 
am engsten an, zwar nicht hinsichtlich der Methode, aber doch hinsichtlich 
der behandelten Gebilde. Die Systeme von Strahlen sind zuerst um ihrer 
selbst willen studirt in den Abhandlungen von Kummer in den Ber. der Berl. 
Akad. and im Crelle'schen Journal, femer in der ^Ueuen Geometrie des Baumes" 
von Plücker- Klein, danii auch in manchen Abhandlungen der Gött. Nachr. 
imd der Math. Ann,, sehr ausführlich namentlich in drei Abhandlui^en von 
Voss, Math. Ann. Bd. 8, 9 und 10 (cf auch Lit. 49). Die einstufigen Sj/steTne 
von PUmcwven studirte zum Zweck der Berechnung von Anzahlen, hinsichtlicli 
der in solchen Systemen vorhandenen Singulaiiiäten (oourbes dögönöröes, Aus- 
artungen) Zenthen in seiner grossen, in den Berichten der Kopenhagener Aka- 
demie 1873 (Naturw. og math. Afd. 10, Bd, IV) erschienenen Abhandlung 
„AlmindeHge Egenskaber ved Systemer af plane Kurver". Die Systeme der 
Gebilde, welche aus emeelnen Punkten, Strahlen, Sbenen zusammengesetzt 
sind, wie z. B. des Gebildes, welches aus zwei Pui;kten und ihrem Verbin- 
dungsstrable besteht, studirte der Verfasser in den Gött. Nachr. (Juliheft 1877), 
und zwar mit Hinblick auf die Fragen nach der Zahl der gememsatnen Gebilde 
zweier solcher Systeme, d. h, also auf die Fragen, denen in der Pankt-Geo- 
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■meine die Fiagp «ntapr cht in wieviel Punkten sich eine Fläche unl eine 
Raumcurve odei diel Tlächen schneiden (Man veigleiclie hier die im Ab- 
schnitt VI gelösten Piobleme) Specielle dreistufige Systeme yon Gebilden, 
deren jedes ins e»i^m Pwikte und mnem '^tiofil/' liestpht behandelte auerst 
Clebsch 1M72 n I n AI h der Gutt Geu Bd 17 untm dem Nanipn „Cfnnexe" 
(Clebsch- Lindemanns Werk, pag, 924 u. f.) [of. auch Lit. 62iiJ. 



Zweiter Abschnitt. 

Dieser Abschnitt entwickelt die in den folgenden Abschnitten fortwährend 
benutüton Incidemformein. Die Incidenzformeln stellte ich theilweise schon 
1875 in den Gott. Nachr. (pag. 370 und 371) auf und vollsiandig in den Math. 
Ann. Bd. 10, pag. 26 bis 86. 

Lit. 10, pag. 26. Der Ausdruck „wicwZmf" för die angegebene specielle 
Lage yerachiedenaitigef Hauptelemente zu einander, rührt TOn Grassmann und 
Sturm her. Den Ausdruck „Incidenzformeln" gebrauchte ich zuerst in meiner 
zweiten Abhandlung der Beitr. zur abz. Geom., Math. Ann. Bd. 13, pag. 430. 

- Bit. 11, pag. 27. Diesen Sata benutzte z. B. Zeuthen in den Comptes 
rendua vom Februar 1873 für einstufige Systeme von Plancurven, fei-ner im- 
plicite auch Stunn in seinen Abhandlungen Über cubisclie Raumcurven (CreRe's 
Journal Bd. 79 und 80). 

Lit, 13, pag. SS. Das Symbol pc hatte ich in meinen früheren Abhand- 
lungen noch nicht angewandt, vielmehr statt dessen immer {p'e—p') oder 
[pe^ — e') geschrieben. 

liit. 18, pag. 36. Diese Formel zwischen den Bedingungen von vier m 
emer 'umd derselben Ebene befindlichen Punkten schrieb mir Hurwife 1876, 
nachdem ich ihm die Formel zwischen den Bedingungen von drei m gerader 
Linie befindlichen Punkten mifcgetheilt hatte (hier pag. 29 unter Nr. 2). 

Lit. 14, pag. 38. Diese Formeln habe ich in den Math. Ann. Bd. 10, 
pag. 37 bis 42 ausführlich abgeleitet, um sie bei der Planeuive dritter Ord- 
nung vierten Eauges auf das aus den drei Wendetangenfen gebildete Dreiseifc 
anwenden zu können (hier pag. 157 bis 169). Hier ist die Ableitung dem 
Leser überlassen. 

Lit. IB, pag. 40. In meinen Beitr. zur abz. Geom. (Math. Ann. Bd. 10, 
pag. 33 bis 37) leitete ich die hier auf pag. 40 und 41 bewiesenen Formeln 
weniger geschickt ab , indem ich sie damals noch nicht als specielle Falk der 
in den g§ 7 und 10 entwickelten Formeln hinstellte. 



Dritter Abschnitt, 

Dieser Abschnitt entwickelt aus dem Chaales'schan Correspondenzprincip 
mit Hilfe des im ersten Abschnitt begründeten Kalküls und der im zweiten 
Abschnitt bewiesenen Incidenzformeln die Formeln für die Bedingungen, dass 
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sicli «wei Hauptelemente umnäliiA^ nahe liegen. Diese Tormeln, welche CotTe- 
spondemfoi-meln oder Coinddemformelii heisaen, habe ich zuerst in den Math. 
Ann. Bd. 10, pag. 64 bis GS abgeleitet. Hier sind jedoch manche neue An- 
wendungen hinzugefügt. 

Lit. 16, pag. 46. Die Ausdehnung des Chasles'schen Correspondenzprin- 
cips auf die Punkte einer Ebene und auf die Punkte im Bemme verdantt man 
Salmon (Gteom. of three dim. seo. ed. 18e5, pag. 611, in der Fiedler'schen Be- 
arbeitung pag. 566) und Zeuthen (CompteB rendus, Juni 1874). Die hier ge- 
gebene aOgemeincre Auffasaung der Correspondenzfra^en zeigte ich zuerst in 
den Math. Ann. Bd. 10, pag. 54 flg. 

Lit. 17, pag. 47. Die Beaout'eche Zahl der gemeinsamen Punkte von 
drei Flächen bloss mit Hilfe des Correspondenzprincips zu bestimmen, gelang 
z. B. Fouret in dem Bull, de la. See. math. Bd. 1, pag. 133 und 268. Ich er- 
kannte die Formeln für die ZaM der geineinsamen Elemente von O&i-tem als 
Bpecielle Falle der allgemeime«, Oorrespondenzfonneln zuerst in den Math. Ann. 
Bd. 10, pag. 91 flg. 

lät, 18, pag. 54. Die 2alil der Planeurven eines Systems, welche eine 
gegebene Plancnrre heriüifen, ist zuerst von Chaalea in den Comptea rendna 
angegeben, dann von Zeuthen in den Math. Ann. Bd. 3, pag. 163 allgemein 
bewiesen. Die Formel für die Zahl der Flädien eines Systems, welche eine 
gegebene Fläche berühren, ist für den Fall, dass letztere punktaJlgemein iat, 
zuerst von Jonquieres in den Comptes rendna Bd. 68 und 61 bewiesen, und 
für eine beliebige Fl&che von Brill in den Math. Ann. Bd. 8, pag. 534 bis 538. 
EndUch erkannte ich diese Formel in den GÖtt. Nachr. 1877, pag. 407 als spe- 
oieUen Fall der Formel für die Zahl der gemeinsamen Strahlbüsohel eines 
zweistufigen und eines dreistufigen Sjstoins von Strahlbüachehi (cf hier Ab- 
schnitt VI, pag. 300 und Lit. 52). 

Lit. 19, pag, 55. Den Grad der Cwve der Berührungspunkte von aBen 
mögliühen zwei sich berührenden Flächen aus zwei einstufigen Flächensystemen 
bestimmte ich mit einigen verwandten Zahlen zuerst in den Math, Ann. Bd. 10, 
pag. 109. 

lit. 20, pag. 66. Den Qrad der Fläche der Berührungspunkte von allen 
möghchen zwei sich berührenden Flächen aus einem einstufigen und einem 
zweistufigen Flächensysteme bestimmte zuerst Ponret in den Comptes rendus 
Bd. 80, pag. 805, dann ich aus meiuen Strahlbüsohelformeln in den GBtfc, 
Naehi'. 1877, pag. 408 (cf. Lit. 18 und Abschnitt VI, pag. 303). 

Lit. 21, pag. 63. Die Zahl der zweien Gongruenzen gmyieitisamen Strähien 
bestimmte zuerst Halphen in den Comptes rendus vom Jahre 1872, pag. 41, 
dann niit Hilfe des Correspondenzprincips Zeuthen in den Comptes rendus 
vom Juni 1874. Eine sehr einfache Ableitung gab ich 1876 in den Math. Ann. 
Bd. 10, pag. 96. 

Lit, 22, pag. 64. Diesen von F. Klein herrührenden Satz findet man in 
einer ffittheilung von S. Lie, Gott. Nachr. 1870, Nr. 4. 

Lit. 23, pag. 64. Der § 16 ist ein Auszug aus meiner in den Math. 
Ann. Bd. 10, pag. 318 verBfientlichten Abhandlung „Moduln vielfacher Beding- 
ungen bei Flächen zweiter Ordnung". 

aobubeit, EBlkUl der abzUilenden Geometris. 32 
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Lit. 24, pag. 68. Auf die Erzeugung von ausgearteten Gurren durch 
homograpkische Abbiläung der allgemeinen Curyen machte mich Herr Zeuthen 
1876 hrieflich aiafmerksam. 

Lit. 25, pag. 71. Diese drei Pormehi Ewiechen den elementaren Beding- 
ungen fi, V, e imd den drei Auaartungsbedingnngen f, j;, ip hei der Fläche 
eweiten Gh-ades hat auerat Zeuthen in den Overs. ot. d. K. Seist. Porh. 1866 
imd den Nöut. Ann. (2), VII, pag. 38B aufgestellt. 

lit. 26, pag. 77. Dieser Ausdmck für die Bedingung, daas eine Mäche 
zweiten Grades eine gegebene Gerade enthalte, ist zuerst von Hurwiiz durch 
das Princip von der Erhaltung der Anzahl gefunden (cf. Math. Ann. Bd. 10, 
pag. 3B4). Dagegen rühren die Formeln VIII hia XIV vom Verfasser her. 

Lit. 27, pag. 80. Diesen specieUen Pall der Porniel XIV gab Cremona 
in den Comptes tendua, tome 59, pag. 776, Halphen im Bull, de la Soc. math. 
Bd. 1, und Lindemann in seinen „Vorles. von Clehsch", pag. 406, Foimel 11. 

Lit. 28, pag. 84. Solche Zahlhe Ziehungen im Fall des em-einäeutigm 
Entaprechens erwähnt Brül hei den Beispielen an seiner CorreBpondenzformel 
ui den Math. Ann. Bd. 7, pag. 621 (ef. hier g 18, Lit. 29). 

Lit, 28, pag. 86. Die Correspondenzformel für Ourven vom Geschlechte 
null spi-ach zuerst Chasles 1366 aus in den Comptes reiidus, tome 62, für Cur- 
von von allgemeinem Geachlechte Cayley in demselhen Bande pag. 586 und 
später auch in den Phü. ttans. of the R. S. vol 168, 1868. Endhch gab Brill 
ausreichende Beweise und eine eingehende Diseusaion der Formel in den Math. 
Ann. Bd. 6, pag. 33, 1873, und in den Math. Ann. Bd. 7, pag. 607, 1874. Die 
Brill'scben Betrachtungen sind auch in dem Clebsch-Lindemann'schen Werke, 
pag. 441 flg. enthalten. 



Vierter Abschnitt. 

In diesem Abschnitte werden für verschiedene Gebilde mit Benutzung 
der durch die vorhergehenden Abschnitte gewonnenen AnizaM- Beziehungen die 
Anzalüen selbst berechnet, indem dieselben anf bekannte Anzahlen von eittr 
fächeren Gebüdea mit kleinerer Constanten zahl zurückgeführt werden. Einen 
Theil der TJntersuchui^en dieses Abschnittes hat der Verfasser schon früher 
in den Math. Ann. publicirt; doch ist auch Vieles neu, namentlich die g§ 25 
und 28 bis 32. 

Lit, 30, pa^. 90. Die Anaahlen für Kegelschnitte sind gi'össtentheila 
schon von Chasles in den Comptes rendus von 1864 und 1867 berechnet, 
üeber die ersten Arbeiten von Chaslea und anderen auf dem Gebiete der ab- 
Kahlenden Geometiie bis 1873 vergleiche man das von Painvin pubKcirte 
Literaturveraeichnisa im Darbous Bull. Hl, pag. 1&6 bis 160. 

Lit. 81, pag. 97. Für die Zahl der Kegelschnitte einer Ebene, welche 
fünf gegebene Kegelschnitte berühren, gab Jacob Steiner irrthümlich 6° an. 
Die richtige Zahl 3264 fanden zuerst Chasles und Th. Bereut. 
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Iiit. 82, p&g. 97. Die erste Berechnung von geometrischen Anzahlen 
durch Ausmiungen leistete Chasles in den Comptea rendus von 186i beim 
Kegelaohiiitt Für höhere Cnrven machte erst Zenthen die Metiode brauchbar 
durch seine eingehenden Untersuchungen in den Alm. Egenskaber ved Systemer 
af plane Karver (Kopenh. Acad. 1873, Haturw. og math. Afd. 10, Bd. IV}. 

Iiit. 33, pag. 102. Die Elemeutaczahlen der Flächen zweiten Grades be- 
rechnete zuerst Zeuthen in den Oyera. oy d, K. Selsk. Porh, 1806 nnd in den 
Wouv. Ann. (2), TU, pag. 385, dann auch der Verfasser im Crelle'schen Jonr- 
nal Bd. 71 , pag. 366. 

Llt. 84, pag. 106, 144. Einige Anzahlen für die Planctmxn dritter Ord- 
nimg mit Spitze unä mit Doppelpimkt berechnete zuerst Maillard in seiner 
Doctordisaertation „Eecherche des caractöriaticiuea des ayatfemes öl^mentaires 
de conrbes planes du troieifeme ordre" (theae publiee en d^cembre 1871), dann 
Zeuthen in den Comptes rendns , Bd. 74. Mit Berttcksichtigung der auf die 
ainguiaien Punkte und Tangenten bezüglichen Bedingungen, hehanüelte die 
Curye dritter Ordnung mit Spitze der Verfasser in den QOtt. Nachr. Ton 1874, 
pag. 267, und von 1875, pag. 359, spater noch eingehender in den Math. Ann. 
Bd. 13, pag. 451 bis 609. Eine ausführliche Behandlung der Curve dritter 
Ordnung mit Doppelpunkt gab der Verfasser in den Math. Ann. Bd. 13, pag. 
509 bis 537, In diesen Abhandlungen ist auch das Princip von der Erhaltnng 
der Anzahl fOi' die Berechnung oder Bealätigung der Anaahlen für cubische 
Planeurven benutzt. 

Iiit. 85, pag. 163. Der § 96 ist im Wesentlichen ein Auszug aus dec 
von der königl. dänischen Akademie im Januar 1875 gekrönten, aber noch 
nicht publicirten Preisschrift des Verfassers, Über welche Zeuthen in den 
Kopenh. Akademieberichten von 1875, Heft 1, Bericht erstattet hat. Die Unter- 
suchungen über die cubisdke Saumeurve soDten urspüngiich den Inhalt der 
Ton mir in den Math. Ann. Bd. 10, pag. G, und Bd. 13, pag. 430 versprochenen 
dritten Abhandlung meiner „Beitr. zur abz, Geom." bilden. Da ich nun jene 
Untersuchimgen in dieaes Buch aufgenommen habe, so werde ich eine dritte 
Abhandlimg der Beitr. zur abz. Geom. nicht mehr y eröffentlichen. 

Lit. 36, pag. 166. Zeilthen machte mich 1876 brieflich darauf aufmerk- 
sam, dasB die Stammzahlen der Ausartung j; gleich 4 nnd 16 und nicht gleich 
1 nnd 4 sind, wie ich in meiner Preisschrift irrthümlich angenommen hatte. 

Lit. 37, pag. 167. Voss entwickelt in den Math. Ann. Bd. 13, pag. 170 
die GUidmng dieses Ckmpkxes vierten Grades mit Hilfe yon linienge ometrisohen 
Betrachtungen. 

Idt. 38, pag. 182. Einen kleinen Theil der yon St n n Bo h. Journ, 
Bd, 79, pag. 99 bis 140 und Bd. 80, pag. 128 bis 149 rein eon et h a) eleiteten 
Anzahlen für cubische Kaumcurven fand schon Cr mo a Bo ch Journal 
Bd. 00, pag. 180. 

Lit. 39, pag. 184. Die inhaltreiche Abhandlung yon Zenthen, betitelt 
„Almindelige Egenakaber ved Sjstemer af plane Kurver" in den Berichten der 
Kopenhagener Akademie von 1873 (Katurw. og. math. Afd, 10, Bd. IV) leitet 
nicht bloss die hier zusammen gestellten Anzahlen ab, sondern giebt auch eine 
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E hp Ton vnoH gen Regeln über die Mulf Jlic^fat der Comaden en und xbei 
die La^e der Plicker sehen bmgular taten auf den Ausartungen der Plant urrec 
«ter Oidnung Zur Veraii3oliaTilicliuag dieser Ausartungen dienen Tiguien m 
dei en jedesrail nicht hlc 33 die Au3irtiing selb t sondern noch zwei n cht au» 
geaitete Curvea gezeiclinet Bind welche ier AuaaitiiTig m einem Hinatutgen 
Systeme "ithi nahe liegen so dass immer dio Ausaitung gewiesermas^en als 
dei Uebergamg von emei dei beiden letrtgpnanntpn Curven zur anderen er 
scheint Auaserdem enthält die AlhanUuig au<,h nDch alle Ponneln wekhe 
für eine Beiei,hnung der elementiien anzahlen lei Cunen vtf f OidttuHg als 
AusgangapuüLt d enen musaen Pur höhere Plaacuryen ils solche von dei 
viertel Uidi ung ?md bis jetzt nm sehr wenige vereinzelt distehende Anaahlen 
bekannt z B zeigt Jonjuiferes in den Math Ann Bl I pig 434 daas es in 
fester Ebene immer ^ .()i ~ 1> (m — 2) (3w^ — 3«— 11) Curyen «'" Ordnung 
giebt, welche zwei gegebene Doppelpunkte haben und durch \{n'' + 3n—Vi) 
gegebene Punkte gehen. Ebenso ist man bei der Berechnung der Anzahlen 
für Flachen bis jetzt kaum über die Fläche zweiten Grades hinausgekommen. 
Docli bat der Verfasser angeiangen, die Eegelflächen dritten Grades anzahl- 
geometrisch zu behandeln und ihre Ausartungen zu beschreiben, 

Lit. 40 , pag. 188. Die Anzahlen für die lineare Gonffi-uenz habe ich 
schon in den Math. Ann. Bd. 10, pag. 83 bis 88 aus den Coincidenzformeln 
des Strahlenpaares abgeleitet, ohne jedoch damals die lineare Congruenz mit 
unendlich nalien Leitlinien als ein GebUdo aufzufassen, welches aus einem 
Strahle bcateht, dessen Punkte den hindurohgelegten Ebenen projectiv sind. 

Lit. 41j pag. 194, 202, 205. Den Gedanken, die Anzahlen für die pro- 
jectwe Beziehung der Elemente einstufiger Grandgebilde ebenso durch Aus- 
artungen zu berechnen , wie die Anzahlen von Curven und Flächen , fasste ich 
erst bei der Bedaction dieses Buches, angeregt durcb die Abhandlungen von 
Sturm und Hirst über Correlationen. Auf anderem, mühsameren Wege be- 
stimmte schon Sturm in den Math, Ann. Bd, 6 die hier auf pag. 200 und 201 
berechneten Zahlen als die Anzahlen für die Löaungen der Probleme der 
„räunilidten Frqjectivität". Später hat Sturm in seiner grossen Abhandlung 
über correlatwe Siimdü (Math. Ann. Bd. 12, pag. 254 bis 368}, wo er die Me- 
thode der Anzahlbestimmung durch Ausartungen benutzt, auch die hier in g 30 
berechneten Anzaiden bestimmt, um sie bei der Berechnung der Anzahlen für 
correlative Bündel zu verwerthen. Einen Theil dieser Anzahlen bestimmte auch 
Herr Hirst in den Proc. of the London Math. Soc. Bd, 6 und Bd. 8, und zwar 
in Bd. 8 vermittelst der Ausartungen. Inzwischen habe ich in einer an die 
Eedaction des Borchardt'achen Journals abgeschickten Abhandlung auch die 
Anzahlen für das Gebilde bestimmt, welches aus zwei auf den Geraden und 
h liegenden Punktreihen derartig zusammengesetzt ist, dass jedem Punkte auf 
h zwei Punkte auf g entsprechen, einem Punkte auf g aber nur ein Punkt auf 
A entspricht. 

Lit. 42, pag. 208, 217. Die Anzahlen des g 31 für das aus zwei col- 
linearen Bündeln bestehende Gfebilde sind bisher noch nicht berechnet. Die- 
jenigen Anüahlen jedoch, welche sich auf mehrfache Bedingungen dieses Ge- 
bildes beziehen, sind schon von Sturm in den Math. Ana. Bd. 10, pag. 117 bis 
136 bestimmt. Von den Anzahlen für zwei correlafcive Bündel hat Sturm 
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in seiner ausführlichen ALhajidlung in den Math. Ann. Bd. 12, pag. 254 
bis 368 nicht bloss die hier in g 32 bestimmten Anzahlen, sondern auch 
die anf mehrfache Bedingmigen beaüglicben Anzahlen nacii der Ausartungs- 
Inetbode abgeleitet, die letzteren Aazahiea übrigens auch schon in den Proc. 
of the London Math. Soc. Bd. 7, pag. 175. Vorher hatte Hirst für das 
dual entsprechende, ans zwei eoirelativen Ebenen bestehende Gebilde die- 
jenigen Anzahlen berechnet, bei denen die beiden Ebenen als gegeben an- 
gesehen werden, Proc. of the London Math. Sog. Bd. 6 und 8. Vorbereitende 
Betrachtungen für die anzahlgeometrische Behandlung der räumlichen Cor- 
relation, d. h. des Gebildes, welches die Punkte und die Ebenen, des Baames 
einander ein-eindeutig zuordnet, stellte Hirst schon 1875 in den Proc. of the 
London Math. Soo. Bd. 6, pag. 7 an. 



Fünfter Abschnitt. 

Dieser Abschnitt entwickelt aus den im dritten Abschnitt gewonnenen 
Coincidenzformeln erster Dimension vermöge der symbolischen Multiplication 
(pag. 20) die Bedingungen der Goincidenz von n PmMen einer Geraden und 
der Coincidenz von « StrMen eines StrahlbüBcbele, und findet die Anzahlen 
für gewisse Singularitäten bei der punktaUgemeinen Fläche und bei dem 
ftrahlallgemeinen Gonvplexe. Vorläufer dieses Abschnittes sind meine Abhand- 
lungen „Tangentensiagnlaritäten der allgemeinen Ordnnngsfläche" in den Math, 
Ann. Bd. 11, pag. 348 bis 378, femer „Das Correspondenzprincip für Gruppen 
von )[ Punkten und von « Strahlen" iu den Math. Ann. Bd. 12, pag. 180 bis 
201, und auch „Singularitäten des Compleses «t™ Grades" in den Math. Ann. 
Bd. 12, pag. 202 bis 221. 

JAt, 43, pag. 238, 236. Die Anzahlen für die Tangenten, Haupttangenten 
und Doppeltangenten der punktaUgemeinen Fläche sind seit langer Zeit be- 
kannt. Die Ordnung der Curvo der Berührungspunkte der vieepwnMigen Tan- 
genten bestimmte Salmon 1849 im 4. Bande des Cambr, a. Dubl. Math. Joui-n. 
p^. 260, dann auch Glebsch in Crelle's Joum. Bd. 58, pag. 93. Cajlej fand 
femer in den Phil, trans. of the Royal Soc. 1869, dass diese Zahl durch eine 
Doppelcurve i^' Ordnimg um 22 . dl und durch eine Eflckkehrcurve rn>r Ord- 
nung um 27. r vermindert wird, was von Voss in den Math. Ann. Bd. 9, 
pag. 483 bewiesen wurde. Die Zahlen ftir die ä/rei-zwevpmiMigen und für die 
dreifachen Tangenten bestimmte zuerst Salmon 18G0 analytisch im 1. Band des 
Quarterly Joum. pag. 336, später auch Sturm synthetisch in Crelle's Journ. 
Bd. 72, pag. 3B0. Die leichte Bestimmung dieser Anzahlen durch das Chasles- 
sche Correspondenzprincip oder besser durch die Punktepaarformeln zweiter 
Dimension (hier pag. 44 und 45) erkannte ich in den Math. Ann. Bd. 10, pag. 100. 
Die Probleme, welche die Bestimmung der Zahlen für die f-ünfpimlftigen Tan- 
genten und für die übrigen in endlicher Anzahl vorhandenen singulare« Tan- 
gehten verlangen, stellte Sabnon in seiner Raumgeometrie, 11. Theil, Art. 462 
auf, ohne jedoch die bei der algebraischen Behandlung dieser Probleme auf- 
tretenden Schwierigkeiten überwinden au können (Salmon -Fiedler, pag. 581). 
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Endlich zeigte ich in den Math. Ann. Bd. 10, pag. 102, uad gleiciizeitig in dea 
Gott. Nachr., Februar 1876, daßs das Chasles'sche Oorrespondenzprincip die 
Lösung der Salmon'echen Probleme ohue jede Schwierigkeit ergiebt. Ausführ- 
licher behandelte ich diese Probleme im Zuaainntenhang mit einigen verwandten 
Problemen in den Math. Ann. Bd. 11, pag. S48 bis 378. Die in g 33 dieses 
Buches geleistete directe Zurückführong aller jener Siagulavitätenzahlen auf 
einige ans der Definition der Fläche ersichtliche Stammzahlen ist neu und 
düi'fle ein Beispiel fnr die Handlichkeit des Absä.hlnngskalkülB abgeben. Neuer- 
dings fugte Krey indenMath. Ann. Bd. 16, pag. 21 lau den Formeln des Verfaesers 
diejenigen Eeductionen hinau, welche sie erleiden, wenn die Fläche mit den 
gewöhnlichen Singularitäten, wie Doppelcurve etc., behaftet ist. Die nicht- 
pnnktallgemeine Fläche behandelte hinsichtJich der Anzahl beziehungen ihrer 
Singularitlten am eingehendsten Zeuthen in den Math. Ann. Bd. 4, Bd. 9 und 
namentlich Bd. 10, pag. 440 bis 546, nachdem schon Salmon in den Trans. 
of the Royal Irish Aead, vol. 23, und Caylej in den PhUos. trana. 1869 a, 1871 
viele dieser Beziehungen abgegeben hatten {cf. Sabnon-Fiedler, n. Th., IL Aufl,, 
pag. 605 bis 617). 

Iiit. 44, pag, 245. Voss findet die richtige Zahl der Kreispiinkte in den 
Math. Ann. Bd. 9, pag, 241 sowohl auf analytischem Wege, wie auch durch 
eine Abzähl ungs weise , welcher ich die erste von den beiden hier (pag- 244) 
gegebenen Bestimmungsarten nachgebildet habe. 

Lit. 45, p^. 245. Die Ordnung imd Klasse der KrmammigsmiUi'lpunkfs 
fläche der punktallgemeinen Fläche bestimmten Daiboux in den Comptes rendus 
Bd. 70, pag. 1329, und Marcks in den Math. Ann. Bd. 6, pag. 29. Dann fügte 
Sturm in seiner Abhandlung über Normalen an algebraische Flächen, Math 
Ann. Bd. 7, pag. 567 bis 583, das allgemeine Resultat hinan, dass bei einer 
Fläche «.'*>' Ordnung, mt«' Elasae, welche in jede gegebene Ebene a Haupt 
tangenten wirft and durch jeden gegebenen Punkt e Haupttangenten schickt 
die Ordnung der Krümmungsmittelpunktsfläche gleich 3n + Sm + c +a und 
ihre Klasse gleich n + m + D: + a ist. 

Iiit. 46, pag. 246. Sturm zeigte in den Math. Ann. Bd. 9, pag. Ö73 bis 
576, dass die Tan0entm der auf einer Fläche liegenden Kr^mnmngsUnien eine 
Congruenz vom Peldrang n + r + cc und vom Bündelrang m + r+a bilden, 
wenn n die Ordnung, r den Eang, m die Klasse der P^ke und a den Peld- 
rang, c den Bündelrang der von ihren Haupttangenten gebildeten Congruenz 
bezeichnen. 

Lit. 47, pag. 246. Clebsch bestimmte diese Zabl in Cvelle's Jonm. Bd. 63, 
pag. 14 (cf. auch Salmon- Piedler's Eaumgeometrie , 11. Tlieil, Art. 463) analy- 
tisch, aber um den Grad der von den vierpunktigen Tangenten gebildeten 
Eegelfläche au gross. Dies aeigte ich in den Math. Ann. Bd. 11, pag. 377. 

Lit. 48, pag. 247. Die hier geleistete Ausdehnung des Correspondena- 
prineips von PuBktejMuwen auf Funktffrwppen aeigte ich schon in den Math. 
Ann. Bd. 12, pag. 182 bis 196. Doch habe ich die hier mit den Nummern 13 
bis 23 versehenen Formeln dort noch nicht aufgestellt. Den speoiellen Fall 
der Coincidenzformel für Punttgruppen, in welchem der Träger der Punkt- 
y^-uppe als fest vorausgesetzt wird, hier Formel 6 oder 24, betrachtete vor mir 
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sütün Saltel in den Nouv. Ann. (ä), Bd. 12, pag. 565 bis 570. Hieran schloss 
Saltel in den Me'm. coiar. de l'Acad. de Belgiens Bd. 24 die Auffindung der 
Zahl der gemeinfiamen etidlieken Wurzeln von n Gleichungen mit n Unbekannten 
in dem speciellen Falle, wo jede dieser Gleichungen die Eigenschaft hat, für 
3!j =a?j =a^ = . . . = 3;n vom Grade a, +«5 + «3 + . . . + «« zu sein, wo immer 
Bj ihren Grrad für die Unbekannte Xi bedeutet. Eine Formel für die Zahl der 
gemeinsamen endliehen Wurzeln von n allgewemen Gleichungen mit n Un- 
bekannten gab Pouret im Bull, de la Soc. math. de France, Bd, 2, pag, 136, 
indem er die geometrische Untersuchung, welche ihn im Bull, de la Soc. math. 
Bd. 1, pag. 132 zu der Zahl der nicht unendlich fernen gemeinsamen Punkte 
dreier Flächen gefiihrt hatte, Schritt für Schritt algebraisch verfolgte. In den 
Comptes rendus Bd. 80, pag, 1324 setzte Saltel an die Stelle der n in gei-ader 
Linie befindlichen Punkte « Punkte, welche sich auf einer festen Eaumcurve 
vom Gesehlechte null befinden. Die Formeln des § 35 für die Bedingung der 
Coincidena von n Strahlen eines Strahlbös chele leitete ich in den Math. Ann. 
Bd. 12, pag, 196 bis 201 ab. Doch sind die hier mit den Kiinimem 29 bis 40 
bezeichneten Formeln neu. 

Lit. 49, pag. 262, 371. Am anafühilichsten hat Voss in seiner Abhand- 
lung ,übeE Complese und Congruenzen" (Math, Arm, Bd. 9, pag, 56 bis 162) 
den strahlallgemeinen Oomplex wta" Grades hinsichtlich seiner Singularitäten 
behandelt, nachdem durch Plitcker's „Neue Geometrie des Baumes" (Teubner 
1868 und 1869) die Fundamente der Liniengeometrie festgestellt waren, femer 
durch Clebsch (Math. Ann, Bd, 2, pag. 1 bis 8, und Bd. 5, pag. 435 bis 442), 
Klein' (Math. Ann. Bd. 2, pag. 198 bis 226, Bd, 5, pag. 257 bis 278 und pag. 278 
bis 302, und Bd. 7, pag. 208 bis 211), Lic (Math. Ann. Bd, 6, pag. 145 bis 256), 
Klein und Lie (ßerl. Monatsber, 1870), Pasch (Giessen 1870, Crelle's Journ. 
Bd. 75, pag. 106 bis 163), Weiler (Math. Ann. Bd. 7, pag. 145 bis 207) mid 
durch Voss' eigene Untersuchungen (Math. Ann. Bd. 8, pag. 64 bis 136) wich- 
tige Yorarbeiten für die analytische Behandlung des Compleses, namentlich 
auch hinsichtlich seiner sogenannten singuläi-eK Fläche geliefert waren. Dem 
Verfasser gelang es dann in den Math. Ann, Bd, 12, p^, 302 bis 221 mit 
Hufe seines Kalküls alle diejenigen Singularitätenaahlen des Oomplexes au be- 
rechnen, welche den Zahlen für die Tangenten singulariäten bei der Pläche 
n^Bi Grades, z. B. der Zahl für die fänfpunktigen Tangenten, analog sind, und 
dadurch nich bloss tiele von den durch Tose berechneten Zahlen zu bestätigen, 
sondern ihnen auch eine Reihe von neuen Zahlen für höhere Singularitäten 
hinzuzufügen. Der § 36 ist daher im Wesentlichen ein Auszug aus der eben 
citirten Abhandlung des Verfassers, Die auch schon durch Voss oder vor Voss 
gefundenen Singularitätenzahlen hind hier auf pag, 271 zusammengestellt. Da- 
gegen sind alle Übrigen hier auf pag, 269 und 270 angeführten Zahlen bis 
jetat nur durch den Abzählungskalkül, analytisch aber noch mckt bestimmt. 
Ebenso fehlt noch eine analytieche Berechnung des liniengeometrischen Ana- 
logons der 27 in einer Flache dritter Ordnung liegenden Geraden, nämlich 
der Zahl 1280 derjenigen Stratlbüschel, deren sämmüiche Strahlen einem 
Complese vierten Grades angehören. 
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Sechster Abschnitt. 

Dieser Abschnitt definirt für jedes beliebige GebUde, was man unter 
Keinem GharakterisüAemproblem eu verstehen hat, löst das Charakteristikenpro- 
blem für einige Gebilde und liefert eine Eeihe Ton interessanten Anwendungen 
der dadurch gefundenen Charakteristiltenformeln. Die meisten TJntersuohnngen 
dieses Abschnittes sind neu. Doch ist der Beweis der in § 38 abgeleiteten 
Charakteristik enformel erster Dimension schon ia den Gott. Naehr. von 1876, 
pag. 507 bis 612 vom Verfasser im Verein mit Hurwite mitgetheilt, Ternor 
habe ich einige Eesnltate der §§ 39, 40, 41 schon in den Gott. Nachr. von 
1877, pag. 401 bis 426 ohne Beweis aufgestellt. 

liit. 50, pag. 274, 279. Die hier gegebene neue Fonnulirung des Be- 
griffs der CharoMei-istiken ist berechtigt, seitdem der von Chaeles in den. 
Comptes rendus Bd. 59 gemachte Inductionsschluss , fax jede Plaitcurve gäbe 
es zwei Charakteristiken, durch die weiteren Fortschritte der abzählenden 
Geometrie, namentlich aber durch Clebsch's Beweis .des Chasles'schen Sataes 
in den Math. Ann. Bd. 6, pag. 1, als -wnhaUbai- erkannt wurde (conf. auch 
Clcb seh- Lind emann's Vorles, aber Geom. pag. 390flg). Andeutungsweise gab 
ich schon in den Gott. Nachr. 1877, pag. 401 die Tormulirnng des Cha- 
rakteristikenproblems, Das hier auf p^. 279 besprochene, ans dem Begriff 
der Charakteristiken resnltirende , allgemeine Eliminaiionsverfuhren aeigte ich 
in den Math, Ann. Bd. 10, pag. 355. 

Iiit. Bl, pag. 3S4. Die von Chasles in den Comptes rendus von 1864 
ohne Beweis aufgestellte CkarakterisfiJcenfontel erster Dimension für den Kegel- 
schniU wurde von Clebsch in den Math. Ann. Bd. 6, pag. 1 (1873) von HaU 
phen in dem Bull, de la Soc. math. de Fr. Bd. 1, pag. 130 bis 141 (1873) 
und von Lindemann in Clebsch's Vorl. über Geom. pag. 398 (1875) bewiesen. 
Halphen fügte in seiner Abhandlung imd Lindemann in seinem Buche pag, 404 auch 
die Charafcteristikenformeln höherer Dimension hinan. Halphen dehnte dann 
in dem Bull, de la Soc. roath, de Fr. Bd. 2, pf^. 11 bis 33 seine Betrachtungen 
auch auf Eegelsohnitte im Räume und auf Flächen zweiten Grades aus. Im 
Jahre 1876 aber erhob Halphen in den Comptes rendus Bd. 83, (4. September) 
p^. 637 bis 538, und Bd. 83, pag. 886 bis 888 (13. November) Zweifel gegen 
die Allgemeingiltigkeit der Chasles'schen Charakteristikenformel nnd deutete 
Modiflcationen an, welche dieselbe bei Voraussetzung gewisser einstufiger 
Systeme und gewisser einlacher Bedingungen erleiden müsste. Unmittelbar 
nach der ersten Halphen'sohen Note pubUcirten Hurwitz und der Verfasser 
ihren hier mit^ethejlten Beweis des ChMles'schen Satzes. In demselben Jahre 
sprach auch Saltel m dem Bull, de Belg. (2), Bd, 62, pag. 617 bis 624 Zweifel 
gegen die allgemeine Eichtigkeit des Satzes aus. Erst im Jahre 1878 gab 
Halphen eine ausführliche Begründung seiner Zweifel und stellte die Formeln 
auf, welche an die Stelle der Chasles'schen Formel zu treten haben, und zwar 
in den Proc. of the London Math. Soe. vol. IS, Nos. 133, 134 und in den Math. 
Ann. Bd. 14 (ef. anch die soeben in Bd. 45 des Joum. de l'Ec. pol. erscheinende 
Abhandl.). Da der Verfasser sieh diese Halphen'sohen Abhandl, erst während des 
Druckes dieses Buches verschaffen konnte, so war es ihm leider nicht mehr 
möglich, die wichtigen Untersuchungen Halphen's hier zu verwerthen. 
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Lit. 52, pag. 289, 299, 303, Die wielitigsten Pomieln der §g 39, 40, 41 
habe ich schon in den Gtött. Nachr. vom Juli 1877, pag. 401 bis 426 ohne Be- 
weis miigctheilfc. Doch sind verschiedene der hier gemachtea Anwendungen 
neu. Die Resultate, welche sich auf die Beriüwung von Flivchen von zwei 
gegebenen Flächensystemen beaiehen, hat schon Fouret in den Comptes rendua 
Bd. 80, pag. 805 bis 809, und Bd. 82, pag. 1497 bis J600 auf ganz anderem 
Wege abgeleitet (cf. hier Lit. 20). 

Iiit. 52a, pag. 306. Auf die Definition und die Untersuchung der Con- 
nwe wurde Clebsch 1873 in den Gott. Abh. Bd. 17 und den Math, Ann. Bd. 
5, p^. 427 durch die Livariantentheorie geführt. Auaflihdicher behandelte 
die Connexe Lindemann in seinen Vorles. von Clebsch pag. 924 bis 1037. Für 
die vom Coordinatenzwange freie geometrische Forschung sind jedoch alle 
übrigen Systeme von. Hauptelementenpaaien ebenso wichtig wie der Connex, 
In der That untersuchte Krause in den Math. Ann. Bd. 14, pag. 294 bis 322 
auf analoge Weise einen gewissen Rwu/tneonnex , d. h. ein gewisses fünf- 
atufiges System von Gebilden, deren jedes aus einem Punkte und einer zu- 
gehörigen Ebene besteht. 

Lit. 53, pa^. 307, 323. Die Untersuchungen der §g 42 und 44 sind neu. 
Die Formel für die Zahl der gemeinsamen Punktgnippen von « gegebenen 
(w— l)-3tufigen Systemen in dem speciellen Falle, daas der Träger dieser 
Systeme gegeben ist, führt bei algebraischer Auffassung auf die von Saite! in 
den Möm, de Belg. Bd. 24 gegebene Formel für die Zahl der gemeingamen end- 
lichen Wurseln von « allgemeinen Gleichungen mit n Unbekannten (cf. Lit. 48). 

tit. 54, pag. 319. Brill beweist seine Formel für die Zahl der gemein- 
Samen Fwnkt^acM-e aus zwei auf einer festen Curve liegenden einstufigen Sy- 
stemen von Punktepaaren in den Math. Ann. Bd. 7, pag. 607 (Clebsch-Linde- 
mann's Werk pag. 446) im Zusammenhange mit der Formel für die Zahl der 
Coincidenzen eines solchen Systems (cf. bior Lit. 29). 

Lit, 55, pag. 322. Die hier als specielle Fälle cler OharaMieristikenfor- 
meln für die Punktgruppe erkannten Eesultate für die vielfachen Secante» des 
Schnittes zweier Flächen leitete auf ganz anderem Wege Salmon in seiner 
Eaumgeometrie (Salmon-Fiedler, II. Th., Art. 216 und 219, pag. 263 und 264) 
ab, ausserdem auch Zeuthen in Brioschi Ann. (3), III, pag. 175 bis 218, und 
Picquet in den Comptes rendus, Bd. 77, pag. 474 bis 478, Bull, de la Soc. math. 
Bd. 1, pag. 360 bis 280. 

Lit. 56, pag. 329, 330, 331, 332. Die hier auf dem Schnitt Kweicr Com- 
plexe abgezählten Singulariföten sind bisher noch nicht beachtet. 
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Allgemeingiltigkcit einer Gleichung 

zwischen Bedingungen r 22. 
ÄngehÖrig einer Bedingung; 6, einem 

Gebilde: 7, 
Ausarten , Ausartung , Ansartungsbe- 

dingtmg, Auaartungsanzahl : 6, 68, 

92, 98. 
Äxiomatigche Anzahlen des Baumes: 16. 

Bedingung: 1, 3, 6, 10. 
Beschränkung einer Definition; 11. 
Bcennfläche einer Congruena; 305. 
Brennpunkte auf den Strahlen einer 

Congruenn; e4, 
Bfindelgrad, Böndelrang: 18. 



in: 274. 

Oharaktetisfcikenformeln; 282. 
Charakteristikenproblem: 231. 
Chai^kteristikenzahl : 279. 
Coincidena, C oineidenzbe dingung , Go- 

incidenzformeln: 42, 249, 256. 
Coilinear: 208. 
Complex; 8. 
Congruenz: 8. 
Oonjugirt bei collinearen Bündeln; 209, 

bei correlativen Bündeln: 219, 
Connes: 9, 306. 
Correlatiy: 217. 
Correspondennprincip , ChaslcB'sohes: 

43,Salmon-Zeuthen'BChe3:45,Cayley- 

BriirBCheB: 86. 
Constantenaahl; 1. 
Oubisoh: heisst „dritten Gmdes". 
Curve; 8. 



Definirende Bedin 
stema; 8. 



;ung 



Jia 11 tääclilicli v"rl.on n 1 1 

Dehnitun oder Erzeugung eines Ge- 
bildes durch cm anderes 7 

Dimension einer Bedingung 7, einer 
Fornipl 19 

Doppelaxen dei cubischenEauracurve: 
163 

Doppelsec-witen der cubischen Kanm- 
ouive 163 

Doppeltangenten einer Flache 239. 

Diei&che Sei,anten dei Schnittourve 
zweier Fliehen 323 

Dreifache drei dreipunktige , drei- 
zwpipunktige drei zwei zweipunk- 
hge Tangenton 338 

JE, e eg e^ e^ sind feste Symbole 
fui ge'wisse (irundbelmgungen: 5. 

Bbenenpaar 49 

Elementai Systeme dei Plani,uiTun vier- 
ter Otdnung 184 

LlementnrzahlendesKegtlsi-hnitts: 95, 
dei Fl&che zweiten Gradeb 106, der 
cubisi-hen Plancurve mit Spitae ; 136, 
det cubischen Plancurve mit Doppel- 
punkt 157 dei Pl-uii-urven vierter 
Oldnung 186 187 

Eihiltung det Anzahl 12 

Erzeugung eines Gebildes durch ein 
andeies, emea Systems duich ein 
Grebilde 8 
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Fünfpimktige Tangenten: 237 
Function, y 



Ivi S»i i'^ 9\ 9* siiid feste 
für gewisse Grundbpcting 



r ist ein allgenieinea Zeichen für em 
irgendwie deflnirt gedachtes, geome 
irisches Gebilde. 

Gerade Punktgruppe: 307. 

Giltigkeitsbereioh einer Gleicbimg /wi 
sehen Bedingungen: 21. 

Gleichung ewiscken Bedingungen 19 

Grad, Gradzahl: 17. 

Grundbedingung: i, 

Qrnndgebilde: 4. 

Hauptebenen, Hauptgerade , Haupt 
punkte der Ausartung i/i der Fläche 
zweiten Grades : 69. 

Hauptelemente des Baumes, gemein- 
samer Name für Punkt, Strahl, 
Ebene: 4. 

HauptformeJii für die cubieche Plan- 
curve mit Spitze: 111. 

Hauptformeht für die Coincidenz von n 
Punkten einer Geraden: 249, för 
die Coincidenz von n Strahlen eines 
Sti'ahlbKachels: 256. 

Haupttangenten einer Flüche: 231. 

Homographische Abbildung: 68, 91, 
111, 144. 

Imaginäre Gebilde: 17. 

Incident: 26. 

Incidenzformelu : 26, 26, 31, 32. 

Individuum heisst ein einzelnes Ge- 
bilde Eum Unterschied vom Gattungs- 
begriff. 

Invariante Bedingung; 5. 

Klasee: 18. 

Klassenasen, KlasBencnrven, Klassen- 

flH^hen, Klasaenpunkte : 101. 
Kreispnnkte einer Mäche: 244. 
Krünunungsmittelpunktsfläobe : 246. 
Krfünmungslinientangentea: 245. 



Lmienfli hen 8 
Linii,iigcometrio 9 

IHetnsi"he Bedingungen b 
Multiphcabon emii Bedmgung mit 



lineare Congrue: 
Linieneomplese : 



: 183. 



Ordnung 18 

Ordnung scnrvp Ordnunga ebene Oid 

nung'ifliLhe , Uidnungsgei ide 101 
Oit heisst jedes von einem Haupt 

elementi, erzeugt S->item 8 

^ P Py p' p' ^^""^ feste Sjmbole 
für gewisse Grundbedingungen 5 

pe festes Symbol fiii eine gewisse 
Bedingung 38 

Parab 1 s 1 Punkte und Tangenten 



PI i 



mtl he Punkte 



: Curve deren 
n einer und der- 



Ib n El I 



PI k h Complesfläohe: 271. 

Polarebene; 82. 

Potenz einer Bedingung: 3. 

Prittcip von der Erhaltung der An- 
zahl: 12. 

Product von Bediugungen: 3. 

Projectiv: 192, 195, 199, 202. 

Punktallgemein heisst eine Plancni-ve 
oder Pläche, wenn ihre Gleiehang 
in Punktco ordinaten so allgemein 
wie möglich ist, 

Punktepaar: 13. 

Punktfeld: 4. 

Bäuinliche Bedingung; 6. 

Räumliches w-Eck: 1. 

Eang; 18. 

Eangase, Bangbüschel, Rangcui-vo, 

Eangebene, Eangfläche,Ilacgpiinkt; 

101. 
.Eaumelement: 9. 

Eeduction, Chasles-Zeuthon'sche; 97. 
Eegelfläche: 8. 
Eegelsehaaren einer Fläche zweiten 

Grades; 64. 

Sechspunktige Tangenten: 254. 
Singulare Fläche oinos Complesea; 271. 
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Singulärei Defe t ihhi Fniiuöl bei 
Planoarven 109 

Singulare Punlite Ebenen Strahlen 
bei der ein eindeutigen Beziehung 
«a O-iundgebilden 198, 196, 196 
200 202 305, 30J, 217 

SinguLuitAten Ireieek dei :,ul isi,h>-n 
Plancurre mit Sjitze 106 

Sxialtang einci Bedingung 99 

Sfeimmaahlen ftir Ausactnngsanzahlpn 
119 flg 146 flg 166 185, fai gp 
wiBse Smgularitäteiizihlen bei FIJ, 
chen 235 tnrgewasspSingulintaten 
zahlen bei Complesea 265 

StrahlTjlgemein teisat ein Comple: 



bleicbui 
cooidmaten so illgeuiei] 
lieh ist 

strahlbust-helgeometiie 9 

Strahlenaae 4 

Strahlenfeld 4 

Stiahlenpaar 58 

Stufe einet, '^jifcmeR 8 






Summe von Bedingungen J 
Symbole tmd Zeichen t n detmiite Le 

dingungen 3 
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Sjbtem vm Gebilden 8 
Theilgebilde der AuHirtaagen 93 
Toree 8 

Transcendente Uebiide 18 
Ueberttagung emei Bedingung von 

einem Gebilde anf ein zweites Ge 

bilde duioh ■welches äir, eiett ei 

zeugt ist 7 
"Vierfache feecanten dti S hnittcuivc 

zweier Fliehen 323 
VH/itaoKe Tangenten 3äT 
\ lU] unkti^e langenten 236 
Viei zwiiimnktige Tingputen 2)8 
Volle Comoidenz eines Punktepaaies 

46 emes StrahlenpaaiP« 61 
Wcndei unUBstiahl 144 
I Bahlimeihe 131 
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Baehmann, Dr. Paul i o Piofes&cr an dei Uii\ersit t Breslau die 
Lehre von dei Kreistheilung und ihie Fe? ehungeii /ui Zihleii- 
tbeorie. Akadomisclie Vorlesungen. Mit Holzschnitten im Ttsxt und 
1 lithogra-phirten Tafel. (XII u. 300 S.) gr. 8. 1872 geh n 7 Mk. 

Bardey, Dr. E., algebraische GEleichungen nel^t den EetuUiten 
und den Methoden nu ihrer Auflösung. Zweite durch viele Zahlen- 
beispiele, erweiterte Erläuterungen und ein Rogistei für die Auf- 
gabensammlung vermehrte und verbesserte Auflage {X u 3^*1 8.) 
gr. 8. 1876. geh. n. 6 Mk. 

Beer, August, Einleitung in die mathematischo Theorie der 
Elasticit^t und GapillaritLit. Herausgegeben von A. triesen. 
(VI u. 196 S.) gr. 8. 18G9. geh. n. 4 Mk. 

Bretsohn eider, O. A., Prof. am Gymnasium, bu Gotha, die Geometrie 
und die Geometer vor Eaklides. Ein historischer Versuch. 
Mit einer lith. Tafel. (IV u. 18i S.) gr. 8. 1870. geh. n. 4 Mk. 

Burmeeter, Dr. Ii., Professor am Königl. Polytechnikum zu Dresden, 
Theorie und Darstellung der Beleuehtai^ gesetzraüesig ^e- 
stalteter Flachen, mit besonderer Rücksicht auf die Bedürfnisse 
technischer Hochschulen. (XVI u. 386 S.) gr. 8. Mit einem Atlas 
von 14 lithogr. Tafeln (in qu,-Fol. in Mappe). Zweite Ausgabe. 
1875. geh. n. 8 Mk. 

Gantor, M,, Buclid und sein Jahrhundert. Mathematisch -histo- 
rische SkiKze. (72 S.) gr. 8. 1867. geh. 1 Mk. 80 Pf. 
Sepacatab druck aus der Zeitschrift für Mathematik und Physik. In der 
Binzelnaiisgabe vergriffen, dagegen im Supplementkeft aum SU. Jahrgang der 
Zeiteehrift für Mathematik und Pkysik noch zu haben. 

- — — die römischen Agrimensoren und ihre Stellung in der Ge- 
schichte der Peldmesskunst. Eine historisch- mathematische Unter- 
suchung. Mit 6 lith. Tafeln. (237 S.) gr. 8. 1875. geh. n. 6 Mk. 

Clebsoh, Dr. A,, Prof. an der polytechnischen Schule ku Oarlsruhe 
(-|- als Professor in Göttingen), Theorie der Eiaetieitüt fester 
Körper. (XI u. 424 S.) gr. 8. 1862. geh. n. 9 Mk. 

Theorie der binären algebraischen Formen. (VIII u. 

467 S.) gr. 8. 1871. geh. n. 11 Mk. 

Vorlesungen über Geometrie, Bearbeitet und herausgegeben 

von Dr. Ferdinand Lindemann, Mit einem Vorwort von Felix 
Klein. Ersten Bandes erster Theil, (S, 1—496.) gr, 8. 1875. 
geh, n. 11 Mk, 20 Pf. 

Ersten Bandes zweiter Theil, (S. 497 — 1050 u. XII S.) 

gr. 8. 1876. geh. n 12 Mk. SO Pf. 

Beide Theile in einem Band, geh. n. 24 Mk. 

Clebsoh, Dr, A,, und P. G-ordan, Professor in Erlangen, Theorie der 
Abel'schen Functionen. (XIII u. 333 8,) gr. 8. 1866, geh, 

n. 7 Mk, 20 Pf. 
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Dirichlet, P. G. Lejeune-, Vorlesungen liber die im umgekehr- 
ten Verhilltnisfi des Quadrats der Entfernung wirkenden 
Kräfte. HerauBgegeben von Dr. P, Grube, ord. Lehrer an der 
kömgl. Domschule za Schleswig. (VIH u. 183 S.) gr. 8. 1876. 
geh. n. i Mk. 

Drach, Dr. C. A, von, Privfitdocent an der tJniversitUt Marburg, Ein- 
leitung in die Theorie der cubischen Kegelschnitte (Eaum- 
curven dritter Ordnung). Mit 2 lith. Tafeln. (IV u. 112 8.) gr. 8. 
1867. gek n. 2 Mk. 80 Pf. 

Dixröge, Dr. H., ordentlicher Professor an der Univereitüt zu Prag, 
Theorie der elliptischen Functionen. Versach einer elemen- 
taren Darstellung. Dritte Auflage. Mit 32 in den Text gedruckten 
Holzschnitten. (VIII u. 390 S.) gr. 8. 1878. geh. n. 9 Mk. 

Elemente der Theorie der Functionen einer complexen 

veränderliclion Grösse. Mit besonderer Beriicksichtigung der 
Schöpfungen Eiemann's. Zweite zum Theil umgearbeitete Auflage. 
(XII 11. 233 S.) gr. 8. 1873. geh. n. 5 Mk. 20 Pf. 

die ebenen Curven dritter Ordnung. Eine Zusammesetell- 

ung ihrer bekannteren Eigenschaften. Mit 44 Figuren in Holz- 
schnitt. (XII u. 343 S.) gr. 8. 1871 gek n. 7 Mk 20 Pf. 

Fiedler, Dr. "Willielin, Professor am eidgenössischen PoIjtecJinikum zu 
Zürich, die darstellende Geometrie in organischer Verbindung 
mit der Geometrie der Lage. Für Vorlesungen an technischen 
Hochschulen und zum Selbststudium. Zweite Auflage. Mit 260 
Hobschnitten und 12 lithographirtea Tafeln. (LIV u. 761 S.) 
gr. 8. 1875. geh. " n. 18 Mk. 

Gordan, Dr. Paul, ord. Professor der Mathematik an der Universitilt 
zu Erlangen, über das Formensystem binärer Formen. (52 S.) 
gr. 8. 1875. geh. n. 2 Mk. 

Günther, Dr. Siegmund, vermischte Untersuchungen zur Ge- 
schichte der mathematischen Wissenschaften. Mit in den 
Test gedruckten Holzschnitten und 4 lithographirten Tafeln, (VIII 
u. 352 S.) gr. 8. 1876. geh. n. 9 Mk. 

Haukel, Dr. Herrn., weil. Professor in Tübingen, zur Geschichte der 
Mathematik im Alterthum und Mittelalter. (IV u. 410 S.) 
gr. 8, 1874. geh. n. 9 Mk. 

Vorlesungen über die Elemente der projeciivischen Geo- 
metrie in synthetischer Behandlung. (VIII u. 256 S.) gr. 8. 
1875. geh. n. 7 Mk. 

Heilermann, Dr. Hermann, Director der Realschule zu Essen, eine 
elementare Methode zur Bestimmung von grössten und kleinsten 
Werthen, nebst vielen Aufgaben. Mit 21 Figuren in Holzschnitt. 
(Vn ü. 104 S.) gr. 8. 1871. geh. n. 2 Mk. 40 Pf. 

Helmert, P. B., die Ansgleichungsrechnung nach der Methode 
der kleinsten Quadrate mit Anwendungen auf die Geodäsie und die 
Theorie der MesBinstramente. (XI u. 348 S.) gr. 8. 1872, geh. 

n. 7 Mk. 
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Sohncke, Leonliard, Professor am Polytechnikum zu Karlsruhe, Ent- 
wickelung einer Theorie der Krystallstruktur. Mit 55 Holz- 
schnitten im Test und 5 lithogr. Tafeln gr. 8. 1879. geh. n. 8 Mk. 

Somoff, Josef, Mitglied der Kaiserl. Aoademie der Wissensch, u. Prof. emer. 
an der Universität zu St. Petersburg, theoretiseiie Mechanik. Aus 
dem Russischen übersetzt von A. Ziwet. Ereter Theil: Kinematik. 
(XVI u. 4=12 S.) gr. 8. 1878. geh. n. 6 Mk. 80 Pf. 

Steiner's, Jacob, "Vorlesungen über synthetische Geometrie. 
2 Theile. Zweite Auflage, gr. 8. geb. n. 20 Mk. 

Sturm, Dr. Rudolf, ord. Professor am Polytechnikum zu Darniatadt, 
synthetische Untersuchungen über Flächen dritter Ordnung. 
{XX u. 388 S.) gr. 8. 1867. geh. n. 8 Mk. 

Waltenhofen, A. von, k. k. ord. Professor der Physik an der deutschen 
technischen Hochschule zu Prag, Grundries der allgemeinen 
mechanischen Physik. Die wichtigsten Lehrsätze der Mechanik 
fester, flüssiger und gasförmiger Körper, der mechanischen Wärme- 
theorie und der Potentiaitheorie nebst einer mathematisclien Ein- 
leitung, Pur Studirende an Hochschulen und für Lehraratseandi- 
daten. (XII n. 361 S.) gr, 8. 1875. geh. n. 8 Mk. 

Wand, Tlieodor, Consistorial- Assessor imd Mitglied der bayerischen 
Abgeordneten -Kammer, die Principien der mathematischen 
Physik und die Potentialtheorie nebst ihren vorzüglichsten 
Anwendungen. Mit 8 in den Test gedruckten Holzschnitten. (VIII 
u. 184 S.) gr. 8. 1871. geh. n. 3 Mk. 

■Weissenborn, Dr. Herrn., Professor am Realgymnasium zu Eisenach, 
Grundzüge der analytischen Geometrie der Ebene für 
orthogonale und homogene Punkt- und Linien- Coordinaten. (VIII 
u. 236 S.) gr. 8. 1876. geh. n 7 Mk 

Wlttwer, Dr. W. C, Professor der Physik am k. b. Lyeeum zu Regens- 
burg, die Moleealargesetze dargestellt. Mit einer Figuientatnl 
(VIH u. 155 S.) gr. 8. 1871. geh. n 3 Mk 

Witzschel, Dr. Benjamin, Grundlinien der neueren Geometiie 
mit besonderer Berücksichtigung der metrischen Veihdltnisse an 
Systemen von Punkten in einer Geraden und einer Ebene. Mit in 
den Test gedr. Holzschn. (X u. 273 S.) gr. 8. 1857. geh. n. 4 Mk. 

"Wüllner, Dr. Adolf, Professor an der polytechnischen Schule in Aachen, 
Lehrbuch der Experimentalphysik. Vier Bände. Dritte viel- 
fach umgeai-boitete und verbesserte Auflage. Mit vielen in den Test 
gedruckten Holzschnitten, gr. 8. 1874. 1875. geh. n. 41 Mk. 

Compendium der Physik für Studirende au Universitäten und 

technischen Hochschulen. Zwei Bände. Mit zahlreichen Abbildungen 
im Test XinS. einer farbigen Specti-altafel, gr. 8. geh. 1879. Beide 
Bände zusammen n. 19 Mk. 20 Pf. 

Einzehi jeder Band ä n, 9 Mk, 60 Pf. 
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